
Es.N.035CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 3

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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pAC = 3q = 3F/b
θAB = 3θ = 3αT/b = 3bF/EJ
kD = 4EJ/b3

vA = ?
ϕA = ?
vC = ?
uC = ?
ϕC = ?
vDDC = ?
uD = ?
ϕDDC = ?
EJAB = 1/2EJ
EJCD = 2/3EJ
EJAC = 3/4EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.
Calcolare lo spostamento verticale del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare lo spostamento verticale del nodo C
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo C
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C
Calcolare lo spostamento verticale del nodo D su asta DC.
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo D
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo D su asta DC.

Es.N.035SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 035



Es.N.035REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.035RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 035

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CD y(x)EJ =
AC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
vA =
ϕA =
vC =
uC =
ϕC =
vDDC =
uD =
ϕDDC =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vDDC =
ϕDDC =



Es.N.035REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.035DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 035
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Es.N.035PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCD KCD ϕAC KAC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) - y’AC(0) = 0
y’AB(b) = 0
y’CD(0) - y’AC(b) = 0
yAB(b) = 0
yCD(b) + 1/4HDb3/EJ = 0
yAC(0) = 0
yAC(b) - yCD(0) = 0

MAB = X
EJy’’ = 3EJθ +2X
EJy’ = 3EJθx +2Xx +EJϕAB

EJy = 3/2EJθx2 +Xx2 +EJϕABx +EJKAB

MCD = 3/4Fx -3/4Fb +1/2Xx/b -1/2X
EJy’’ = 9/8Fx -9/8Fb +3/4Xx/b -3/4X
EJy’ = 9/16Fx2 -9/8Fbx +3/8Xx2/b -3/4Xx +EJϕCD

EJy = 3/16Fx3 -9/16Fbx2 +1/8Xx3/b -3/8Xx2 +EJϕCDx +EJKCD

MAC = -9/4Fx +3/2qx2 +1/2Xx/b -X
EJy’’ = -3Fx +2qx2 +2/3Xx/b -4/3X
EJy’ = -3/2Fx2 +2/3qx3 +1/3Xx2/b -4/3Xx +EJϕAC

EJy = -1/2Fx3 +1/6qx4 +1/9Xx3/b -2/3Xx2 +EJϕACx +EJKAC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCDb KCD ϕACb KAC Xb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 -1 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 0 0 2 0 -3
y’CD 0 0 1 0 -1 0 1 -5/6 0
yBA 1 1 0 0 0 0 1 0 -3/2=
yDC 0 0 1 1 0 0 -3/8 9/16 0
yAC 0 0 0 0 0 1 0 0 0
yCA 0 0 0 -1 1 1 -5/9 1/3 0

Es.N.035PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 035

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -24/61
ϕACb -24/61
ϕCDb 14/183
KAB 12/61=
KCD -1/366
KAC 0

Xb2/EJ -159/122

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 12/61Fb3 -24/61xFb2 +12/61x2Fb
BA y(x)EJ = 12/61x2Fb
CD y(x)EJ = -1/366Fb3 +14/183xFb2 -9/122x2Fb +3/122x3F
DC y(x)EJ = 3/122Fb3 -1/366xFb2 -3/122x3F
AC y(x)EJ = -24/61xFb2 +53/61x2Fb -118/183x3F +1/6x4q
CA y(x)EJ = -1/366Fb3 -14/183xFb2 -4/61x2Fb -4/183x3F +1/6x4q

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
vA = 12/61(Fb3/EJ)
ϕA = -24/61(Fb2/EJ)
vC = 12/61(Fb3/EJ)
uC = -1/366(Fb3/EJ)
ϕC = 14/183(Fb2/EJ)
vDDC = 12/61(Fb3/EJ)
uD = 3/122(Fb3/EJ)
ϕDDC = 1/366(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 12/61(Fb3/EJ)
ϕA = -24/61(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = 0
ϕB = 0

uC = -1/366(Fb3/EJ)
vC = 12/61(Fb3/EJ)
ϕC = 14/183(Fb2/EJ)

uD = 3/122(Fb3/EJ)
vDDC = 12/61(Fb3/EJ)
ϕDDC = 1/366(Fb2/EJ)



Es.N.036CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 3

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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pCA = 3q = 3F/b
θCD = -4θ = -4αT/b = -4bF/EJ
kB = 4EJ/b3

vC = ?
ϕC = ?
vA = ?
uA = ?
ϕA = ?
vBBA = ?
uB = ?
ϕBBA = ?
EJAB = 2/3EJ
EJCD = 3/4EJ
EJCA = EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta CD positiva se convessa a destra con inizio C.
Calcolare lo spostamento verticale del nodo C
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C
Calcolare lo spostamento verticale del nodo A
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare lo spostamento verticale del nodo B su asta BA.
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo B
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo B su asta BA.

Es.N.036SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 036



Es.N.036REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.036RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 036

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CD y(x)EJ =
CA y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
vC =
ϕC =
vA =
uA =
ϕA =
vBBA =
uB =
ϕBBA =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vBBA =
ϕBBA =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.036REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.036DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 036
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Es.N.036PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WDC     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCD KCD ϕCA KCA

Relazioni di congruenza
y’AB(0) - y’CA(b) = 0
y’CD(0) - y’CA(0) = 0
y’CD(b) = 0
yAB(b) + 1/4HBb3/EJ = 0
yCD(b) = 0
yCA(0) = 0
yCA(b) - yAB(0) = 0

MAB = 3/4Fx -3/4Fb +1/2Xx/b -1/2X
EJy’’ = 9/8Fx -9/8Fb +3/4Xx/b -3/4X
EJy’ = 9/16Fx2 -9/8Fbx +3/8Xx2/b -3/4Xx +EJϕAB

EJy = 3/16Fx3 -9/16Fbx2 +1/8Xx3/b -3/8Xx2 +EJϕABx +EJKAB

MCD = X
EJy’’ = -4EJθ +4/3X
EJy’ = -4EJθx +4/3Xx +EJϕCD

EJy = -2EJθx2 +2/3Xx2 +EJϕCDx +EJKCD

MCA = -9/4Fx +3/2qx2 +1/2Xx/b -X
EJy’’ = -9/4Fx +3/2qx2 +1/2Xx/b -X
EJy’ = -9/8Fx2 +1/2qx3 +1/4Xx2/b -Xx +EJϕCA

EJy = -3/8Fx3 +1/8qx4 +1/12Xx3/b -1/2Xx2 +EJϕCAx +EJKCA

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCDb KCD ϕCAb KCA Xb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 -1 0 3/4 -5/8 0
y’CD 0 0 1 0 -1 0 0 0 0
y’DC 0 0 1 0 0 0 4/3 0 4
yBA 1 1 0 0 0 0 -3/8 9/16 0=
yDC 0 0 1 1 0 0 2/3 0 2
yCA 0 0 0 0 0 1 0 0 0
yAC 0 -1 0 0 1 1 -5/12 1/4 0

Es.N.036PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 036

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 51/404
ϕCDb 194/101
ϕCAb 194/101
KAB 825/808=
KCD -97/101
KCA 0

Xb2/EJ 315/202

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 825/808Fb3 +51/404xFb2 -927/808x2Fb +309/808x3F
BA y(x)EJ = 309/808Fb3 +825/808xFb2 -309/808x3F
CD y(x)EJ = -97/101Fb3 +194/101xFb2 -97/101x2Fb
DC y(x)EJ = -97/101x2Fb
CA y(x)EJ = 194/101xFb2 -315/404x2Fb -99/404x3F +1/8x4q
AC y(x)EJ = 825/808Fb3 -51/404xFb2 -309/404x2Fb -103/404x3F +1/8x4q

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
vC = 97/101(Fb3/EJ)
ϕC = 194/101(Fb2/EJ)
vA = 97/101(Fb3/EJ)
uA = 825/808(Fb3/EJ)
ϕA = 51/404(Fb2/EJ)
vBBA = 97/101(Fb3/EJ)
uB = 309/808(Fb3/EJ)
ϕBBA = -825/808(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 825/808(Fb3/EJ)
vA = 97/101(Fb3/EJ)
ϕA = 51/404(Fb2/EJ)

uB = 309/808(Fb3/EJ)
vBBA = 97/101(Fb3/EJ)
ϕBBA = -825/808(Fb2/EJ)

uC = 0
vC = 97/101(Fb3/EJ)
ϕC = 194/101(Fb2/EJ)

uD = 0
vD = 0
ϕD = 0



Es.N.037CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 3

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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qAC = -2q = -2F/b
θAB = 4θ = 4αT/b = 4bF/EJ
kD = EJ/b3

uA = ?
ϕA = ?

uC = ?
vC = ?
ϕC = ?
uDDC = ?
vD = ?

ϕDDC = ?
EJAB = 3/4EJ
EJAC = EJ
EJCD = 3/2EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo C
Calcolare lo spostamento verticale del nodo C
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo D su asta DC.
Calcolare lo spostamento verticale del nodo D
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo D su asta DC.

Es.N.037SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 037



Es.N.037REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.037RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 037

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
AC y(x)EJ =
CD y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
uA =
ϕA =
uC =
vC =
ϕC =
uDDC =
vD =
ϕDDC =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uDDC =
vD =
ϕDDC =



Es.N.037REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.037DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 037
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Es.N.037PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕAC KAC ϕCD KCD

Relazioni di congruenza
y’AB(0) - y’AC(0) = 0
y’AB(b) = 0
y’AC(b) - y’CD(0) = 0
yAB(b) = 0
yAC(0) = 0
yCD(0) - yAC(b) = 0
yCD(b) + VDb3/EJ = 0

MAB = X
EJy’’ = 4EJθ +4/3X
EJy’ = 4EJθx +4/3Xx +EJϕAB

EJy = 2EJθx2 +2/3Xx2 +EJϕABx +EJKAB

MAC = 3/2Fx -qx2 +1/2Xx/b -X
EJy’’ = 3/2Fx -qx2 +1/2Xx/b -X
EJy’ = 3/4Fx2 -1/3qx3 +1/4Xx2/b -Xx +EJϕAC

EJy = 1/4Fx3 -1/12qx4 +1/12Xx3/b -1/2Xx2 +EJϕACx +EJKAC

MCD = -1/2Fx +1/2Fb +1/2Xx/b -1/2X
EJy’’ = -1/3Fx +1/3Fb +1/3Xx/b -1/3X
EJy’ = -1/6Fx2 +1/3Fbx +1/6Xx2/b -1/3Xx +EJϕCD

EJy = -1/18Fx3 +1/6Fbx2 +1/18Xx3/b -1/6Xx2 +EJϕCDx +EJKCD

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕACb KAC ϕCDb KCD Xb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 -1 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 0 0 4/3 0 -4
y’CA 0 0 1 0 -1 0 -3/4 -5/12 0
yBA 1 1 0 0 0 0 2/3 0 -2=
yAC 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yCD 0 0 -1 -1 0 1 5/12 1/6 0
yDC 0 0 0 0 1 1 -11/18 -11/18 0

Es.N.037PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 037

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -47/24
ϕACb -47/24
ϕCDb -151/384
KAB 47/48=
KAC 0
KCD -443/384

Xb2/EJ -49/32

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 47/48Fb3 -47/24xFb2 +47/48x2Fb
BA y(x)EJ = 47/48x2Fb
AC y(x)EJ = -47/24xFb2 +49/64x2Fb +47/384x3F -1/12x4q
CA y(x)EJ = -443/384Fb3 +151/384xFb2 +81/128x2Fb +27/128x3F -1/12x4q
CD y(x)EJ = -443/384Fb3 -151/384xFb2 +27/64x2Fb -9/64x3F
DC y(x)EJ = -81/64Fb3 -11/384xFb2 +9/64x3F

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
uA = -47/48(Fb3/EJ)
ϕA = -47/24(Fb2/EJ)
uC = -47/48(Fb3/EJ)
vC = -443/384(Fb3/EJ)
ϕC = -151/384(Fb2/EJ)
uDDC = -47/48(Fb3/EJ)
vD = -81/64(Fb3/EJ)
ϕDDC = 11/384(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = -47/48(Fb3/EJ)
vA = 0
ϕA = -47/24(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = 0
ϕB = 0

uC = -47/48(Fb3/EJ)
vC = -443/384(Fb3/EJ)
ϕC = -151/384(Fb2/EJ)

uDDC = -47/48(Fb3/EJ)
vD = -81/64(Fb3/EJ)
ϕDDC = 11/384(Fb2/EJ)



Es.N.038CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 3

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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qAB = -4q = -4F/b
θCD = -θ = -αT/b = -bF/EJ
kB = EJ/b3

uC = ?
ϕC = ?

uA = ?
vA = ?
ϕA = ?
uBBA = ?
vB = ?

ϕBBA = ?
EJAB = EJ
EJCA = 3/2EJ
EJCD = 4/3EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta CD positiva se convessa a destra con inizio C.
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo C
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo A
Calcolare lo spostamento verticale del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo B su asta BA.
Calcolare lo spostamento verticale del nodo B
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo B su asta BA.

Es.N.038SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 038



Es.N.038REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.038RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 038

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CA y(x)EJ =
CD y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
uC =
ϕC =
uA =
vA =
ϕA =
uBBA =
vB =
ϕBBA =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uBBA =
vB =
ϕBBA =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.038REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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141/106F
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283/106F
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B
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C

A
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35/53Fb

141/106F
35/53Fb

CD

Es.N.038DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 038
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Es.N.038PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WDC     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCA KCA ϕCD KCD

Relazioni di congruenza
y’AB(0) - y’CA(b) = 0
y’CA(0) - y’CD(0) = 0
y’CD(b) = 0
yAB(0) - yCA(b) = 0
yAB(b) - VBb3/EJ = 0
yCA(0) = 0
yCD(b) = 0

MAB = -Fx -Fb +2qx2 +1/2Xx/b -1/2X
EJy’’ = -Fx -Fb +2qx2 +1/2Xx/b -1/2X
EJy’ = -1/2Fx2 -Fbx +2/3qx3 +1/4Xx2/b -1/2Xx +EJϕAB

EJy = -1/6Fx3 -1/2Fbx2 +1/6qx4 +1/12Xx3/b -1/4Xx2 +EJϕABx +EJKAB

MCA = -Fx +1/2Xx/b -X
EJy’’ = -2/3Fx +1/3Xx/b -2/3X
EJy’ = -1/3Fx2 +1/6Xx2/b -2/3Xx +EJϕCA

EJy = -1/9Fx3 +1/18Xx3/b -1/3Xx2 +EJϕCAx +EJKCA

MCD = X
EJy’’ = -EJθ +3/4X
EJy’ = -EJθx +3/4Xx +EJϕCD

EJy = -1/2EJθx2 +3/8Xx2 +EJϕCDx +EJKCD

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCAb KCA ϕCDb KCD Xb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 -1 0 0 0 1/2 -1/3 0
y’CA 0 0 1 0 -1 0 0 0 0
y’DC 0 0 0 0 1 0 3/4 0 1
yAB 0 1 -1 -1 0 0 5/18 -1/9 0=
yBA 1 1 0 0 0 0 -2/3 7/2 0
yCA 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yDC 0 0 0 0 1 1 3/8 0 1/2
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Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 949/636
ϕCAb 317/212
ϕCDb 317/212
KCA 0=
KAB 997/636

Xb2/EJ -35/53
KCD -317/424

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 997/636Fb3 +949/636xFb2 -71/212x2Fb -47/212x3F +1/6x4q
BA y(x)EJ = 283/106Fb3 -131/159xFb2 -283/636x3F +1/6x4q
CA y(x)EJ = 317/212xFb2 +35/159x2Fb -47/318x3F
AC y(x)EJ = 997/636Fb3 -949/636xFb2 -71/318x2Fb +47/318x3F
CD y(x)EJ = -317/424Fb3 +317/212xFb2 -317/424x2Fb
DC y(x)EJ = -317/424x2Fb

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
uC = 317/424(Fb3/EJ)
ϕC = 317/212(Fb2/EJ)
uA = 317/424(Fb3/EJ)
vA = -997/636(Fb3/EJ)
ϕA = 949/636(Fb2/EJ)
uBBA = 317/424(Fb3/EJ)
vB = -283/106(Fb3/EJ)
ϕBBA = 131/159(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 317/424(Fb3/EJ)
vA = -997/636(Fb3/EJ)
ϕA = 949/636(Fb2/EJ)

uBBA = 317/424(Fb3/EJ)
vB = -283/106(Fb3/EJ)
ϕBBA = 131/159(Fb2/EJ)

uC = 317/424(Fb3/EJ)
vC = 0
ϕC = 317/212(Fb2/EJ)

uD = 0
vD = 0
ϕD = 0
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y,v,V,q

x,u,H,p

b

b

ϕ,W b

A

B

C

D

3q

pCD = 3q = 3F/b
θAB = θ = αT/b = bF/EJ
kD = 2EJ/b3

vA = ?
ϕA = ?
vC = ?
uC = ?
ϕC = ?
vDDC = ?
uD = ?
ϕDDC = ?
EJAB = 3/2EJ
EJAC = 4/3EJ
EJCD = 2EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.
Calcolare lo spostamento verticale del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare lo spostamento verticale del nodo C
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo C
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C
Calcolare lo spostamento verticale del nodo D su asta DC.
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo D
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo D su asta DC.
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DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
AC y(x)EJ =
CD y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
vA =
ϕA =
vC =
uC =
ϕC =
vDDC =
uD =
ϕDDC =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vDDC =
ϕDDC =
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42/61F
15/122Fb

42/61F
15/122Fb

A B

42/61F
15/122Fb

42/61F
99/122Fb

A

C

3q

42/61F
99/122Fb

141/61F

C

D
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REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕAC KAC ϕCD KCD

Relazioni di congruenza
y’AB(0) - y’AC(0) = 0
y’AB(b) = 0
y’AC(b) - y’CD(0) = 0
yAB(b) = 0
yAC(0) = 0
yCD(0) - yAC(b) = 0
yCD(b) - 1/2HDb3/EJ = 0

MAB = X
EJy’’ = EJθ +2/3X
EJy’ = EJθx +2/3Xx +EJϕAB

EJy = 1/2EJθx2 +1/3Xx2 +EJϕABx +EJKAB

MAC = 3/4Fx +1/2Xx/b -X
EJy’’ = 9/16Fx +3/8Xx/b -3/4X
EJy’ = 9/32Fx2 +3/16Xx2/b -3/4Xx +EJϕAC

EJy = 3/32Fx3 +1/16Xx3/b -3/8Xx2 +EJϕACx +EJKAC

MCD = 3/4Fx +3/4Fb -3/2qx2 +1/2Xx/b -1/2X
EJy’’ = 3/8Fx +3/8Fb -3/4qx2 +1/4Xx/b -1/4X
EJy’ = 3/16Fx2 +3/8Fbx -1/4qx3 +1/8Xx2/b -1/4Xx +EJϕCD

EJy = 1/16Fx3 +3/16Fbx2 -1/16qx4 +1/24Xx3/b -1/8Xx2 +EJϕCDx +EJKCD

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕACb KAC ϕCDb KCD Xb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 -1 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 0 0 2/3 0 -1
y’CA 0 0 1 0 -1 0 -9/16 -9/32 0
yBA 1 1 0 0 0 0 1/3 0 -1/2=
yAC 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yCD 0 0 -1 -1 0 1 5/16 3/32 0
yDC 0 0 0 0 1 1 -1/3 -21/16 0

Es.N.039PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:
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Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -56/61
ϕACb -56/61
ϕCDb -277/488
KAB 28/61=
KAC 0
KCD -767/976

Xb2/EJ -15/122

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 28/61Fb3 -56/61xFb2 +28/61x2Fb
BA y(x)EJ = 28/61x2Fb
AC y(x)EJ = -56/61xFb2 +45/976x2Fb +21/244x3F
CA y(x)EJ = -767/976Fb3 +277/488xFb2 +297/976x2Fb -21/244x3F
CD y(x)EJ = -767/976Fb3 -277/488xFb2 +99/488x2Fb +7/122x3F -1/16x4q
DC y(x)EJ = -141/122Fb3 +117/488xFb2 +47/244x3F -1/16x4q

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
vA = 28/61(Fb3/EJ)
ϕA = -56/61(Fb2/EJ)
vC = 28/61(Fb3/EJ)
uC = 767/976(Fb3/EJ)
ϕC = -277/488(Fb2/EJ)
vDDC = 28/61(Fb3/EJ)
uD = 141/122(Fb3/EJ)
ϕDDC = -117/488(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 28/61(Fb3/EJ)
ϕA = -56/61(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = 0
ϕB = 0

uC = 767/976(Fb3/EJ)
vC = 28/61(Fb3/EJ)
ϕC = -277/488(Fb2/EJ)

uD = 141/122(Fb3/EJ)
vDDC = 28/61(Fb3/EJ)
ϕDDC = -117/488(Fb2/EJ)
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y,v,V,q

x,u,H,p

b

b

ϕ,W b

A
B

C

D

4q

pCD = -4q = -4F/b
θAB = -2θ = -2αT/b = -2bF/EJ
kD = 2EJ/b3

vA = ?
ϕA = ?
vC = ?
uC = ?
ϕC = ?
vDDC = ?
uD = ?
ϕDDC = ?
EJAB = 4/3EJ
EJCD = 2EJ
EJAC = 3EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.
Calcolare lo spostamento verticale del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare lo spostamento verticale del nodo C
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo C
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C
Calcolare lo spostamento verticale del nodo D su asta DC.
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo D
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo D su asta DC.
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DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CD y(x)EJ =
AC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
vA =
ϕA =
vC =
uC =
ϕC =
vDDC =
uD =
ϕDDC =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vDDC =
ϕDDC =
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75/32F
43/16Fb

75/32F
43/16Fb

A B

4q

75/32F
11/32Fb

53/32F

C

D

75/32F
43/16Fb

75/32F
11/32Fb

A

C

Es.N.040DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 040

2 Fb3/EJ

A
B

C

D

3 F

3 F 3 Fb



Es.N.040PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCD KCD ϕAC KAC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) - y’AC(0) = 0
y’AB(b) = 0
y’CD(0) - y’AC(b) = 0
yAB(b) = 0
yCD(b) + 1/2HDb3/EJ = 0
yAC(0) = 0
yAC(b) - yCD(0) = 0

MAB = X
EJy’’ = -2EJθ +3/4X
EJy’ = -2EJθx +3/4Xx +EJϕAB

EJy = -EJθx2 +3/8Xx2 +EJϕABx +EJKAB

MCD = Fx +Fb -2qx2 +1/2Xx/b -1/2X
EJy’’ = 1/2Fx +1/2Fb -qx2 +1/4Xx/b -1/4X
EJy’ = 1/4Fx2 +1/2Fbx -1/3qx3 +1/8Xx2/b -1/4Xx +EJϕCD

EJy = 1/12Fx3 +1/4Fbx2 -1/12qx4 +1/24Xx3/b -1/8Xx2 +EJϕCDx +EJKCD

MAC = Fx +1/2Xx/b -X
EJy’’ = 1/3Fx +1/6Xx/b -1/3X
EJy’ = 1/6Fx2 +1/12Xx2/b -1/3Xx +EJϕAC

EJy = 1/18Fx3 +1/36Xx3/b -1/6Xx2 +EJϕACx +EJKAC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCDb KCD ϕACb KAC Xb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 -1 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 0 0 3/4 0 2
y’CD 0 0 1 0 -1 0 1/4 1/6 0
yBA 1 1 0 0 0 0 3/8 0 1=
yDC 0 0 1 1 0 0 -1/3 -7/4 0
yAC 0 0 0 0 0 1 0 0 0
yCA 0 0 0 -1 1 1 -5/36 -1/18 0

Es.N.040PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:
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Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -1/64
ϕACb -1/64
ϕCDb -25/48
KAB 1/128=
KCD -1/3
KAC 0

Xb2/EJ 43/16

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 1/128Fb3 -1/64xFb2 +1/128x2Fb
BA y(x)EJ = 1/128x2Fb
CD y(x)EJ = -1/3Fb3 -25/48xFb2 -11/128x2Fb +25/128x3F -1/12x4q
DC y(x)EJ = -53/64Fb3 +169/384xFb2 +53/384x3F -1/12x4q
AC y(x)EJ = -1/64xFb2 -43/96x2Fb +25/192x3F
CA y(x)EJ = -1/3Fb3 +25/48xFb2 -11/192x2Fb -25/192x3F

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
vA = 1/128(Fb3/EJ)
ϕA = -1/64(Fb2/EJ)
vC = 1/128(Fb3/EJ)
uC = -1/3(Fb3/EJ)
ϕC = -25/48(Fb2/EJ)
vDDC = 1/128(Fb3/EJ)
uD = -53/64(Fb3/EJ)
ϕDDC = -169/384(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 1/128(Fb3/EJ)
ϕA = -1/64(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = 0
ϕB = 0

uC = -1/3(Fb3/EJ)
vC = 1/128(Fb3/EJ)
ϕC = -25/48(Fb2/EJ)

uD = -53/64(Fb3/EJ)
vDDC = 1/128(Fb3/EJ)
ϕDDC = -169/384(Fb2/EJ)




