
Es.N.035CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 5

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

b

b

ϕ,W

A

B

C

4q

pAB = -4q = -4F/b
θBC = 3θ = 3αT/b = 3bF/EJ
kA = 4EJ/b3

kC = 4EJ/b
uA = ?
ϕAAB = ?
ϕB = ?
ϕC = ?
EJAB = EJ
EJBC = 2EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta BC positiva se convessa a destra con inizio B.
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A su asta AB.
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo B
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C

Es.N.035SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 035



Es.N.035REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

4q

A

B

B

C

Es.N.035RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 035

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
BC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
uA =
ϕAAB =
ϕB =
ϕC =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vAAB =
ϕAAB =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =



Es.N.035REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

4q

30/11F

14/11F
8/11Fb

A

B

30/11F
8/11Fb

30/11F
38/11Fb

B

C

Es.N.035DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 035
1.5 Fb3/EJ

A

B

C

3 F 4 Fb



Es.N.035PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     Y = WCB     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC

Relazioni di congruenza
y’AB(b) - y’BC(0) = 0
y’BC(b) + 1/4WCb/EJ = 0
yAB(0) - 1/4HAb3/EJ = 0
yAB(b) = 0
yBC(0) = 0
yBC(b) = 0

MAB = -2Fx +2qx2 +Xx/b
EJy’’ = -2Fx +2qx2 +Xx/b
EJy’ = -Fx2 +2/3qx3 +1/2Xx2/b +EJϕAB

EJy = -1/3Fx3 +1/6qx4 +1/6Xx3/b +EJϕABx +EJKAB

MBC = -Xx/b +X +Yx/b
EJy’’ = 3EJθ -1/2Xx/b +1/2X +1/2Yx/b
EJy’ = 3EJθx -1/4Xx2/b +1/2Xx +1/4Yx2/b +EJϕBC

EJy = 3/2EJθx2 -1/12Xx3/b +1/4Xx2 +1/12Yx3/b +EJϕBCx +EJKBC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC Xb2/EJ Yb2/EJ qb4/EJ αTb

y’BA 1 0 -1 0 1/2 0 1/3 0
y’CB 0 0 1 0 1/4 1/2 0 -3
yAB 0 1 0 0 1/4 0 1/2 0
yBA 1 1 0 0 1/6 0 1/6 0

=

yBC 0 0 0 1 0 0 0 0
yCB 0 0 1 1 1/6 1/12 0 -3/2

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -13/33
ϕBCb -12/11
KAB 15/22

Xb2/EJ -8/11
=

KBC 0
Yb2/EJ -38/11

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 15/22Fb3 -13/33xFb2 -5/11x3F +1/6x4q
BA y(x)EJ = 12/11xFb2 -4/11x2Fb -7/33x3F +1/6x4q
BC y(x)EJ = -12/11xFb2 +29/22x2Fb -5/22x3F
CB y(x)EJ = -19/22xFb2 +7/11x2Fb +5/22x3F

Es.N.035PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 035

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
uA = -15/22(Fb3/EJ)
ϕAAB = -13/33(Fb2/EJ)
ϕB = -12/11(Fb2/EJ)
ϕC = 19/22(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = -15/22(Fb3/EJ)
vAAB = 0
ϕAAB = -13/33(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = 0
ϕB = -12/11(Fb2/EJ)

uC = 0
vC = 0
ϕC = 19/22(Fb2/EJ)



Es.N.036CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 5

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

b

b

ϕ,W

A

B

C

4q

pBC = 4q = 4F/b
θBC = -4θ = -4αT/b = -4bF/EJ
kA = 4EJ/b3

kC = EJ/b
uA = ?
ϕAAB = ?
ϕB = ?
ϕC = ?
EJAB = EJ
EJBC = 2EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta BC positiva se convessa a destra con inizio B.
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A su asta AB.
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo B
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C

Es.N.036SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 036



Es.N.036REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

A

B

4q

B

C

Es.N.036RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 036

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
BC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
uA =
ϕAAB =
ϕB =
ϕC =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vAAB =
ϕAAB =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =



Es.N.036REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

13/5F

13/5F
13/5Fb

A

B

4q

3F
13/5Fb

F
8/5Fb

B

C

Es.N.036DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 036
1.5 Fb3/EJ

A

B

C

4 F 3 Fb



Es.N.036PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     Y = WCB     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC

Relazioni di congruenza
y’AB(b) - y’BC(0) = 0
y’BC(b) + WCb/EJ = 0
yAB(0) + 1/4HAb3/EJ = 0
yAB(b) = 0
yBC(0) = 0
yBC(b) = 0

MAB = Xx/b
EJy’’ = Xx/b
EJy’ = 1/2Xx2/b +EJϕAB

EJy = 1/6Xx3/b +EJϕABx +EJKAB

MBC = -2Fx +2qx2 -Xx/b +X +Yx/b
EJy’’ = -Fx +qx2 -4EJθ -1/2Xx/b +1/2X +1/2Yx/b
EJy’ = -1/2Fx2 +1/3qx3 -4EJθx -1/4Xx2/b +1/2Xx +1/4Yx2/b +EJϕBC

EJy = -1/6Fx3 +1/12qx4 -2EJθx2 -1/12Xx3/b +1/4Xx2 +1/12Yx3/b +EJϕBCx +EJKBC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC Xb2/EJ Yb2/EJ qb4/EJ αTb

y’BA 1 0 -1 0 1/2 0 0 0
y’CB 0 0 1 0 1/4 5/4 1/6 4
yAB 0 1 0 0 1/4 0 0 0
yBA 1 1 0 0 1/6 0 0 0

=

yBC 0 0 0 1 0 0 0 0
yCB 0 0 1 1 1/6 1/12 1/12 2

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 13/60
ϕBCb 91/60
KAB -13/20

Xb2/EJ 13/5
=

KBC 0
Yb2/EJ 8/5

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -13/20Fb3 +13/60xFb2 +13/30x3F
BA y(x)EJ = -91/60xFb2 +13/10x2Fb -13/30x3F
BC y(x)EJ = 91/60xFb2 -27/20x2Fb -1/4x3F +1/12x4q
CB y(x)EJ = 8/5xFb2 -8/5x2Fb -1/12x3F +1/12x4q

Es.N.036PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 036

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
uA = -13/20(Fb3/EJ)
ϕAAB = 13/60(Fb2/EJ)
ϕB = 91/60(Fb2/EJ)
ϕC = -8/5(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = -13/20(Fb3/EJ)
vAAB = 0
ϕAAB = 13/60(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = 0
ϕB = 91/60(Fb2/EJ)

uC = 0
vC = 0
ϕC = -8/5(Fb2/EJ)



Es.N.037CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 5

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,pϕ,W b b

A

B

C

q

qBC = q = F/b
θBC = 4θ = 4αT/b = 4bF/EJ
kB = EJ/b3

kA = EJ/b

ϕA = ?
ϕB = ?
vB = ?
ϕCCB = ?

EJAB = 3/4EJ
EJBC = EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta BC positiva se convessa a destra con inizio B.
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo B
Calcolare lo spostamento verticale del nodo B
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C su asta CB.

Es.N.037SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 037



Es.N.037REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

A

B

q

B

C

Es.N.037RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 037

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
BC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
ϕA =
ϕB =
vB =
ϕCCB =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uCCB =
vC =
ϕCCB =



Es.N.037REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

75/184F
31/92Fb

75/184F
137/184Fb

A

B

q

45/184F
137/184Fb

229/184F

B

C

Es.N.037DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 037

2 Fb3/EJ

A

B

C

1.5 F

1 Fb



Es.N.037PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WAB     Y = WBC     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) + WAb/EJ = 0
y’AB(b) - y’BC(0) = 0
yAB(0) = 0
yAB(b) + VBb3/EJ = 0
yBC(0) + VBb3/EJ = 0
yBC(b) = 0

MAB = Xx/b -X -Yx/b
EJy’’ = 4/3Xx/b -4/3X -4/3Yx/b
EJy’ = 2/3Xx2/b -4/3Xx -2/3Yx2/b +EJϕAB

EJy = 2/9Xx3/b -2/3Xx2 -2/9Yx3/b +EJϕABx +EJKAB

MBC = -1/2Fx +1/2qx2 +Yx/b -Y
EJy’’ = -1/2Fx +1/2qx2 +4EJθ +Yx/b -Y
EJy’ = -1/4Fx2 +1/6qx3 +4EJθx +1/2Yx2/b -Yx +EJϕBC

EJy = -1/12Fx3 +1/24qx4 +2EJθx2 +1/6Yx3/b -1/2Yx2 +EJϕBCx +EJKBC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC Xb2/EJ Yb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 1 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 -2/3 -2/3 0 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0
yBA 1 1 0 0 -13/9 16/9 1/2 0

=

yBC 0 0 0 1 -1 2 1/2 0
yCB 0 0 1 1 0 -1/3 1/24 -2

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -31/92
ϕBCb -73/69
KAB 0

Xb2/EJ 31/92
=

KBC -15/23
Yb2/EJ 137/184

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -31/92xFb2 -31/138x2Fb -25/276x3F
BA y(x)EJ = -15/23Fb3 +73/69xFb2 -137/276x2Fb +25/276x3F
BC y(x)EJ = -15/23Fb3 -73/69xFb2 +599/368x2Fb +15/368x3F +1/24x4q
CB y(x)EJ = -915/368xFb2 +2x2Fb -229/1104x3F +1/24x4q

Es.N.037PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 037

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
ϕA = -31/92(Fb2/EJ)
ϕB = -73/69(Fb2/EJ)
vB = -15/23(Fb3/EJ)
ϕCCB = 915/368(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 0
ϕA = -31/92(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = -15/23(Fb3/EJ)
ϕB = -73/69(Fb2/EJ)

uCCB = 0
vC = 0
ϕCCB = 915/368(Fb2/EJ)



Es.N.038CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 5

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,pϕ,W b b

A

B

C

3q

qAB = -3q = -3F/b
θBC = -θ = -αT/b = -bF/EJ
kB = EJ/b3

kA = 2EJ/b

ϕA = ?
ϕB = ?
vB = ?
ϕCCB = ?

EJAB = EJ
EJBC = 3/2EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta BC positiva se convessa a destra con inizio B.
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo B
Calcolare lo spostamento verticale del nodo B
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C su asta CB.

Es.N.038SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 038



Es.N.038REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

3q

A

B

B

C

Es.N.038RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 038

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
BC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
ϕA =
ϕB =
vB =
ϕCCB =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uCCB =
vC =
ϕCCB =



Es.N.038REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

3q

105/44F
75/308Fb

27/44F
9/14Fb

A

B

9/14F
9/14Fb

9/14F

B

C

Es.N.038DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 038

0.3 Fb3/EJ

A

B

C

3 F

0.8 Fb



Es.N.038PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WAB     Y = WBC     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) + 1/2WAb/EJ = 0
y’AB(b) - y’BC(0) = 0
yAB(0) = 0
yAB(b) + VBb3/EJ = 0
yBC(0) + VBb3/EJ = 0
yBC(b) = 0

MAB = 3/2Fx -3/2qx2 +Xx/b -X -Yx/b
EJy’’ = 3/2Fx -3/2qx2 +Xx/b -X -Yx/b
EJy’ = 3/4Fx2 -1/2qx3 +1/2Xx2/b -Xx -1/2Yx2/b +EJϕAB

EJy = 1/4Fx3 -1/8qx4 +1/6Xx3/b -1/2Xx2 -1/6Yx3/b +EJϕABx +EJKAB

MBC = Yx/b -Y
EJy’’ = -EJθ +2/3Yx/b -2/3Y
EJy’ = -EJθx +1/3Yx2/b -2/3Yx +EJϕBC

EJy = -1/2EJθx2 +1/9Yx3/b -1/3Yx2 +EJϕBCx +EJKBC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC Xb2/EJ Yb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 1/2 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 -1/2 -1/2 -1/4 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0
yBA 1 1 0 0 -4/3 11/6 -13/8 0

=

yBC 0 0 0 1 -1 2 -3/2 0
yCB 0 0 1 1 0 -2/9 0 1/2

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -75/616
ϕBCb 101/308
KAB 0

Xb2/EJ 75/308
=

KBC 9/308
Yb2/EJ -9/14

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -75/616xFb2 -75/616x2Fb +35/88x3F -1/8x4q
BA y(x)EJ = 9/308Fb3 -101/308xFb2 +9/28x2Fb +9/88x3F -1/8x4q
BC y(x)EJ = 9/308Fb3 +101/308xFb2 -2/7x2Fb -1/14x3F
CB y(x)EJ = 141/308xFb2 -1/2x2Fb +1/14x3F

Es.N.038PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 038

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
ϕA = -75/616(Fb2/EJ)
ϕB = 101/308(Fb2/EJ)
vB = 9/308(Fb3/EJ)
ϕCCB = -141/308(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 0
ϕA = -75/616(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = 9/308(Fb3/EJ)
ϕB = 101/308(Fb2/EJ)

uCCB = 0
vC = 0
ϕCCB = -141/308(Fb2/EJ)



Es.N.039CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 5

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

b

b

ϕ,W

A

B

C

4q

pAB = -4q = -4F/b
θBC = θ = αT/b = bF/EJ
kB = 2EJ/b3

kA = 2EJ/b
ϕA = ?
ϕB = ?
uB = ?
ϕCCB = ?
EJAB = 3/2EJ
EJBC = 4/3EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta BC positiva se convessa a destra con inizio B.
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo B
Calcolare lo spostamento orizzont. del nodo B
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C su asta CB.

Es.N.039SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 039



Es.N.039REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

4q

A

B

B

C

Es.N.039RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 039

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
BC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
ϕA =
ϕB =
uB =
ϕCCB =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vCCB =
ϕCCB =



Es.N.039REAZIONI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

4q

758/241F
202/723Fb

206/241F
626/723Fb

A

B

626/723F
626/723Fb

626/723F

B

C

Es.N.039DEFORMATA E AZIONI INTERNE Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 039
0.2 Fb3/EJ

A

B

C

4 F 1.2 Fb



Es.N.039PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:
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REAZIONI IPERSTATICHE
X = WAB     Y = WBC     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) + 1/2WAb/EJ = 0
y’AB(b) - y’BC(0) = 0
yAB(0) = 0
yAB(b) - 1/2HBb3/EJ = 0
yBC(0) - 1/2HBb3/EJ = 0
yBC(b) = 0

MAB = -2Fx +2qx2 +Xx/b -X -Yx/b
EJy’’ = -4/3Fx +4/3qx2 +2/3Xx/b -2/3X -2/3Yx/b
EJy’ = -2/3Fx2 +4/9qx3 +1/3Xx2/b -2/3Xx -1/3Yx2/b +EJϕAB

EJy = -2/9Fx3 +1/9qx4 +1/9Xx3/b -1/3Xx2 -1/9Yx3/b +EJϕABx +EJKAB

MBC = Yx/b -Y
EJy’’ = EJθ +3/4Yx/b -3/4Y
EJy’ = EJθx +3/8Yx2/b -3/4Yx +EJϕBC

EJy = 1/2EJθx2 +1/8Yx3/b -3/8Yx2 +EJϕBCx +EJKBC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC Xb2/EJ Yb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 1/2 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 -1/3 -1/3 2/9 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0
yBA 1 1 0 0 -13/18 8/9 10/9 0

=

yBC 0 0 0 1 -1/2 1 1 0
yCB 0 0 1 1 0 -1/4 0 -1/2

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 101/723
ϕBCb -67/241
KAB 0

Xb2/EJ -202/723
=

KBC -4/723
Yb2/EJ 626/723

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 101/723xFb2 +202/2169x2Fb -758/2169x3F +1/9x4q
BA y(x)EJ = -4/723Fb3 +67/241xFb2 -626/2169x2Fb -206/2169x3F +1/9x4q
BC y(x)EJ = -4/723Fb3 -67/241xFb2 +169/964x2Fb +313/2892x3F
CB y(x)EJ = -383/964xFb2 +1/2x2Fb -313/2892x3F

Es.N.039PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 039

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
ϕA = 101/723(Fb2/EJ)
ϕB = -67/241(Fb2/EJ)
uB = 4/723(Fb3/EJ)
ϕCCB = 383/964(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 0
ϕA = 101/723(Fb2/EJ)

uB = 4/723(Fb3/EJ)
vB = 0
ϕB = -67/241(Fb2/EJ)

uC = 0
vCCB = 0
ϕCCB = 383/964(Fb2/EJ)



Es.N.040CdSdC BG04 Iperstatica Esempio 5

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,pϕ,W b b

A

B

C

q

qAB = -q = -F/b
θBC = -2θ = -2αT/b = -2bF/EJ
kC = 2EJ/b3

kA = 3EJ/b

ϕA = ?
ϕB = ?
vC = ?
ϕCCB = ?

EJAB = 4/3EJ
EJBC = 2EJ

Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta BC positiva se convessa a destra con inizio B.
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo A
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo B
Calcolare lo spostamento verticale del nodo C
Calcolare la  rotazione  assoluta  del nodo C su asta CB.

Es.N.040SUPPORTO DIAGRAMMI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 040
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q

A

B

B

C

Es.N.040RISULTATI NUMERICI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 040

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
BC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
ϕA =
ϕB =
vC =
ϕCCB =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uCCB =
vC =
ϕCCB =
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q

49/26F
15/52Fb

23/26F
57/52Fb

A

B

57/52F
57/52Fb

57/52F

B

C
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1.2 Fb3/EJ

A

B

C

2.5 F

1.2 Fb



Es.N.040PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WAB     Y = WBC     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) + 1/3WAb/EJ = 0
y’AB(b) - y’BC(0) = 0
yAB(0) = 0
yAB(b) = 0
yBC(0) = 0
yBC(b) + 1/2VCb3/EJ = 0

MAB = 1/2Fx -1/2qx2 +Xx/b -X -Yx/b
EJy’’ = 3/8Fx -3/8qx2 +3/4Xx/b -3/4X -3/4Yx/b
EJy’ = 3/16Fx2 -1/8qx3 +3/8Xx2/b -3/4Xx -3/8Yx2/b +EJϕAB

EJy = 1/16Fx3 -1/32qx4 +1/8Xx3/b -3/8Xx2 -1/8Yx3/b +EJϕABx +EJKAB

MBC = Yx/b -Y
EJy’’ = -2EJθ +1/2Yx/b -1/2Y
EJy’ = -2EJθx +1/4Yx2/b -1/2Yx +EJϕBC

EJy = -EJθx2 +1/12Yx3/b -1/4Yx2 +EJϕBCx +EJKBC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC Xb2/EJ Yb2/EJ qb4/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 1/3 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 -3/8 -3/8 -1/16 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0
yBA 1 1 0 0 -1/4 -1/8 -1/32 0

=

yBC 0 0 0 1 0 0 0 0
yCB 0 0 1 1 0 -2/3 0 1

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb -5/52
ϕBCb 7/26
KAB 0

Xb2/EJ 15/52
=

KBC 0
Yb2/EJ -57/52

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -5/52xFb2 -45/416x2Fb +49/208x3F -1/32x4q
BA y(x)EJ = -7/26xFb2 +171/416x2Fb -23/208x3F -1/32x4q
BC y(x)EJ = 7/26xFb2 -151/208x2Fb -19/208x3F
CB y(x)EJ = -57/104Fb3 +303/208xFb2 -x2Fb +19/208x3F

Es.N.040PROCEDIMENTO E RISULTATI Nome:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 040

SPOSTAMENTI ASSOLUTI
ϕA = -5/52(Fb2/EJ)
ϕB = 7/26(Fb2/EJ)
vC = -57/104(Fb3/EJ)
ϕCCB = -303/208(Fb2/EJ)

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 0
ϕA = -5/52(Fb2/EJ)

uB = 0
vB = 0
ϕB = 7/26(Fb2/EJ)

uCCB = 0
vC = -57/104(Fb3/EJ)
ϕCCB = -303/208(Fb2/EJ)




