
Es.N.042CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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HD = 3F
pAB = -q = -F/b
θCD = -θ = -αT/b = -bF/E

kA = EJ/b3

EJAB = EJ
EJCD = 2EJ

EJBD = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta CD positiva se convessa a destra con inizio C.

Es.N.042SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 042



Es.N.042REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.042RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 042

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CD y(x)EJ =
BD y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uCCD =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.042REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.042DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 042
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Es.N.042PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WDC     Y = WBD     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCD KCD ϕBD KBD

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(2b) - y’BD(0) = 0
y’CD(0) = 0
y’CD(3b) - y’BD(2b) = 0
yAB(0) + HAb3/EJ = 0
yCD(3b) - yAB(2b) = 0
yBD(0) = 0
yBD(2b) = 0

MAB = -Fx +4Fb -1/2qx2 -Y
EJy = -Fx +4Fb -1/2qx2 -Y
EJy = -1/2Fx2 +4Fbx -1/6qx3 -Y +EJϕAB

EJy = -1/6Fx3 +2Fbx2 -1/24qx4 -Yb +EJϕABx +EJKAB

MCD = Xb
EJy = -EJθ +1/2Xb
EJy = -EJθx +1/2Xb +EJϕCD

EJy = -1/2EJθx2 +1/2Xb +EJϕCDx +EJKCD

MBD = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕBD

EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕBDx +EJKBD

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCDb KCD ϕBDb KBD Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 -1 0 0 -2 -14/3 0
y’CD 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
y’DC 0 0 1 0 -1 0 5/2 1 0 3
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0

=

yDC -2 -1 3 1 0 0 9/4 2 6 9/2
yBD 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
yDB 0 0 0 0 2 1 -2/3 -4/3 0 0

Es.N.042PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 042

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕBDb 74/51
ϕCDb 0

Xb2/EJ 58/51
KAB 1

=

KCD 292/51
KBD 0

Yb2/EJ 82/51

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = Fb3 +61/51x2Fb -1/6x3F -1/24x4q
BA y(x)EJ = 193/51Fb3 -74/51xFb2 -41/51x2Fb +1/2x3F -1/24x4q
CD y(x)EJ = 292/51Fb3 -11/51x2Fb
DC y(x)EJ = 193/51Fb3 +22/17xFb2 -11/51x2Fb
BD y(x)EJ = 74/51xFb2 -41/51x2Fb +2/51x3F
DB y(x)EJ = 22/17xFb2 -29/51x2Fb -2/51x3F

SPOSTAMENTI NODALI

uA = (Fb3/EJ)
vA = 0
ϕA = 0

uB = 193/51(Fb3/EJ)
vB = 0
ϕB = 74/51(Fb2/EJ)

uCCD = 292/51(Fb3/EJ)
vC = 0
ϕC = 0

uD = 193/51(Fb3/EJ)
vD = 0
ϕD = -22/17(Fb2/EJ)



Es.N.043CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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HB = 3F
pDC = -q = -F/b
θAB = -θ = -αT/b = -bF/E

kD = EJ/b3

EJAB = 3EJ
EJCB = EJ

EJDC = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.

Es.N.043SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 043



Es.N.043REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.043RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 043

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CB y(x)EJ =
DC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uAAB =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.043REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.043DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 043
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Es.N.043PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     Y = WCB     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCB KCB ϕDC KDC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(3b) - y’CB(2b) = 0
y’CB(0) - y’DC(2b) = 0
y’DC(0) = 0
yCB(0) = 0
yCB(2b) = 0
yDC(0) - HDb3/EJ = 0
yDC(2b) - yAB(3b) = 0

MAB = X
EJy = -EJθ +1/3X
EJy = -EJθx +1/3X +EJϕAB

EJy = -1/2EJθx2 +1/3Xb +EJϕABx +EJKAB

MCB = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕCB

EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕCBx +EJKCB

MDC = Fx -4Fb +1/2qx2 -Yb
EJy = Fx -4Fb +1/2qx2 -Yb
EJy = 1/2Fx2 -4Fbx +1/6qx3 -Yb +EJϕDC

EJy = 1/6Fx3 -2Fbx2 +1/24qx4 -Yb +EJϕDCx +EJKDC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCBb KCB ϕDCb KDC Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 0 0 2 1 0 3
y’CB 0 0 1 0 -1 0 0 2 -14/3 0
y’DC 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yCB 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

=

yBC 0 0 2 1 0 0 -2/3 -4/3 0 0
yDC 0 0 0 0 0 1 0 0 -1 0
yCD -3 -1 0 0 2 1 -3/2 -2 6 -9/2

Es.N.043PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 043

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕCBb -8/13
ϕDCb 0

Xb2/EJ 86/39
KCB 0

=

Yb2/EJ -79/39
KDC -1
KAB -137/78

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -137/78Fb3 -31/234x2Fb
BA y(x)EJ = -115/39Fb3 +31/39xFb2 -31/234x2Fb
CB y(x)EJ = -8/13xFb2 +79/78x2Fb -55/156x3F
BC y(x)EJ = 31/39xFb2 -43/39x2Fb +55/156x3F
DC y(x)EJ = -Fb3 -77/78x2Fb +1/6x3F +1/24x4q
CD y(x)EJ = -115/39Fb3 +8/13xFb2 +79/78x2Fb -1/2x3F +1/24x4q

SPOSTAMENTI NODALI

uAAB = 137/78(Fb3/EJ)
vA = 0
ϕA = 0

uB = 115/39(Fb3/EJ)
vB = 0
ϕB = -31/39(Fb2/EJ)

uC = 115/39(Fb3/EJ)
vC = 0
ϕC = -8/13(Fb2/EJ)

uD = (Fb3/EJ)
vD = 0
ϕD = 0



Es.N.044CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

2b

b

ϕ,W 2b
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D
3F

q

HB = 3F
pCD = -q = -F/b
θAB = -θ = -αT/b = -bF/E

kC = EJ/b3

EJAB = 4EJ
EJCD = EJ

EJDB = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.

Es.N.044SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 044



Es.N.044REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.044RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 044

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CD y(x)EJ =
DB y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uAAB =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.044REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

5/44F
58/33Fb

5/44F
58/33Fb

A

B

q
F

5/44F
163/66Fb

3F

5/44F
101/66Fb

C

D

3F

5/44F
101/66Fb

3F

5/44F
58/33Fb

DB

Es.N.044DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 044
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Es.N.044PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     Y = WDB     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCD KCD ϕDB KDB

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(3b) - y’DB(2b) = 0
y’CD(0) = 0
y’CD(2b) - y’DB(0) = 0
yCD(0) + HCb3/EJ = 0
yCD(2b) - yAB(3b) = 0
yDB(0) = 0
yDB(2b) = 0

MAB = X
EJy = -EJθ +1/4X
EJy = -EJθx +1/4X +EJϕAB

EJy = -1/2EJθx2 +1/4Xb +EJϕABx +EJKAB

MCD = -Fx +4Fb -1/2qx2 -Yb
EJy = -Fx +4Fb -1/2qx2 -Yb
EJy = -1/2Fx2 +4Fbx -1/6qx3 -Yb +EJϕCD

EJy = -1/6Fx3 +2Fbx2 -1/24qx4 -Yb +EJϕCDx +EJKCD

MDB = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕDB

EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕDBx +EJKDB

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCDb KCD ϕDBb KDB Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 -1 0 7/4 1 0 3
y’CD 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
y’DC 0 0 1 0 -1 0 0 -2 -14/3 0
yCD 0 0 0 1 0 0 0 0 1 0

=

yDC -3 -1 2 1 0 0 -9/8 -2 -6 -9/2
yDB 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
yBD 0 0 0 0 2 1 -2/3 -4/3 0 0

Es.N.044PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 044

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕDBb 53/33
ϕCDb 0

Xb2/EJ 58/33
KCD 1

=

KAB 853/132
KDB 0

Yb2/EJ 101/66

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 853/132Fb3 -37/132x2Fb
BA y(x)EJ = 130/33Fb3 +37/22xFb2 -37/132x2Fb
CD y(x)EJ = Fb3 +163/132x2Fb -1/6x3F -1/24x4q
DC y(x)EJ = 130/33Fb3 -53/33xFb2 -101/132x2Fb +1/2x3F -1/24x4q
DB y(x)EJ = 53/33xFb2 -101/132x2Fb -5/264x3F
BD y(x)EJ = 37/22xFb2 -29/33x2Fb +5/264x3F

SPOSTAMENTI NODALI

uAAB = 853/132(Fb3/EJ)
vA = 0
ϕA = 0

uB = 130/33(Fb3/EJ)
vB = 0
ϕB = -37/22(Fb2/EJ)

uC = (Fb3/EJ)
vC = 0
ϕC = 0

uD = 130/33(Fb3/EJ)
vD = 0
ϕD = 53/33(Fb2/EJ)



Es.N.045CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

2b

ϕ,W b 2b

A
B

C

D 2F

q

VC = -2F
qAB = q = F/b
θDC = 3θ = 3αT/b = 3bF/E

kA = 3EJ/b3

EJAB = EJ
EJBC = EJ

EJDC = 1/4EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta DC positiva se convessa a destra con inizio D.

Es.N.045SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 045



Es.N.045REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.045RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 045

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
BC y(x)EJ =
DC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vDDC =
ϕD =



Es.N.045REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano
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Es.N.045DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 045
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Es.N.045PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBC     Y = WCD     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC ϕDC KDC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(2b) - y’BC(0) = 0
y’BC(2b) - y’DC(3b) = 0
y’DC(0) = 0
yAB(0) + 1/3VAb3/EJ = 0
yBC(0) = 0
yBC(2b) = 0
yDC(3b) - yAB(2b) = 0

MAB = -2Fb +1/2qx2 -Xb
EJy = -2Fb +1/2qx2 -Xb
EJy = -2Fbx +1/6qx3 -Xb +EJϕAB

EJy = -Fbx2 +1/24qx4 -Xb +EJϕABx +EJKAB

MBC = 1/2X -Xb -1/2Y
EJy = 1/2X -Xb -1/2Y
EJy = 1/2X -Xb -1/2Y +EJϕBC

EJy = 1/2X -Xb -1/2Y +EJϕBCx +EJKBC

MDC = Yb
EJy = 3EJθ +4Yb
EJy = 3EJθx +4Yb +EJϕDC

EJy = 3/2EJθx2 +4Yb +EJϕDCx +EJKDC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC ϕDCb KDC Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 0 0 -2 0 8/3 0
y’CB 0 0 1 0 -1 0 -1 -13 0 9
y’DC 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

=

yBC 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
yCB 0 0 2 1 0 0 -4/3 -2/3 0 0
yCD -2 -1 0 0 3 1 2 18 -10/3 -27/2

Es.N.045PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 045

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕBCb -254/303
ϕDCb 0

Xb2/EJ -277/303
KAB 0

=

KBC 0
Yb2/EJ -208/303

KDC -535/202

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -329/606x2Fb +1/24x4q
BA y(x)EJ = -152/101Fb3 +254/303xFb2 +277/606x2Fb -1/3x3F +1/24x4q
BC y(x)EJ = -254/303xFb2 +277/606x2Fb -23/1212x3F
CB y(x)EJ = -77/101xFb2 +104/303x2Fb +23/1212x3F
DC y(x)EJ = -535/202Fb3 +77/606x2Fb
CD y(x)EJ = -152/101Fb3 -77/101xFb2 +77/606x2Fb

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 0
ϕA = 0

uB = 0
vB = -152/101(Fb3/EJ)
ϕB = -254/303(Fb2/EJ)

uC = 0
vC = -152/101(Fb3/EJ)
ϕC = 77/101(Fb2/EJ)

uD = 0
vDDC = -535/202(Fb3/EJ)
ϕD = 0



Es.N.046CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

2b

ϕ,W b 2b

A

B

C

D

3F

3q

VD = 3F
qAB = 3q = 3F/b
θCD = -θ = -αT/b = -bF/E

kA = EJ/b3

EJAB = EJ
EJCD = 1/3EJ

EJBD = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta CD positiva se convessa a destra con inizio C.

Es.N.046SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 046



Es.N.046REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

3q

A

B

C

D

B D

Es.N.046RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 046

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CD y(x)EJ =
BD y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vCCD =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.046REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

3q

9F

39/22F
91/11Fb

3F

39/22F
41/11Fb

A

B

39/22F
2/11Fb

39/22F
2/11Fb

C

D

3F

39/22F
41/11Fb

3F

39/22F
2/11Fb

B D

Es.N.046DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 046

40 Fb3/EJ

A

B

C

D

4 F

12 F 10 Fb



Es.N.046PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WDC     Y = WBD     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCD KCD ϕBD KBD

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(2b) - y’BD(0) = 0
y’CD(0) = 0
y’CD(3b) - y’BD(2b) = 0
yAB(0) + VAb3/EJ = 0
yCD(3b) - yAB(2b) = 0
yBD(0) = 0
yBD(2b) = 0

MAB = -9Fx +12Fb +3/2qx2 -Yb
EJy = -9Fx +12Fb +3/2qx2 -Yb
EJy = -9/2Fx2 +12Fbx +1/2qx3 -Yb +EJϕAB

EJy = -3/2Fx3 +6Fbx2 +1/8qx4 -Yb +EJϕABx +EJKAB

MCD = Xb
EJy = -EJθ +3Xb
EJy = -EJθx +3Xb +EJϕCD

EJy = -1/2EJθx2 +3Xb +EJϕCDx +EJKCD

MBD = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕBD

EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕBDx +EJKBD

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCDb KCD ϕBDb KBD Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 -1 0 0 -2 -10 0
y’CD 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
y’DC 0 0 1 0 -1 0 10 1 0 3
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0 9 0

=

yDC -2 -1 3 1 0 0 27/2 2 14 9/2
yBD 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
yDB 0 0 0 0 2 1 -2/3 -4/3 0 0

Es.N.046PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 046

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕBDb 28/11
ϕCDb 0

Xb2/EJ 2/11
KAB 9

=

KCD 387/22
KBD 0

Yb2/EJ 41/11

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 9Fb3 +91/22x2Fb -3/2x3F +1/8x4q
BA y(x)EJ = 171/11Fb3 -28/11xFb2 -41/22x2Fb +1/2x3F +1/8x4q
CD y(x)EJ = 387/22Fb3 -5/22x2Fb
DC y(x)EJ = 171/11Fb3 +15/11xFb2 -5/22x2Fb
BD y(x)EJ = 28/11xFb2 -41/22x2Fb +13/44x3F
DB y(x)EJ = 15/11xFb2 -1/11x2Fb -13/44x3F

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 9(Fb3/EJ)
ϕA = 0

uB = 0
vB = 171/11(Fb3/EJ)
ϕB = 28/11(Fb2/EJ)

uC = 0
vCCD = 387/22(Fb3/EJ)
ϕC = 0

uD = 0
vD = 171/11(Fb3/EJ)
ϕD = -15/11(Fb2/EJ)



Es.N.047CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

2b

ϕ,W 2b b

A

B

C

D

2F

2q

VB = -2F
qDC = -2q = -2F/b

θAB = θ = αT/b = bF/E
kD = 3EJ/b3

EJAB = 1/2EJ
EJCB = EJ

EJDC = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.

Es.N.047SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 047



Es.N.047REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

A

B

CB

2q

D

C

Es.N.047RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 047

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CB y(x)EJ =
DC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vAAB =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.047REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

167/106F
92/159Fb

167/106F
92/159Fb

A

B

2F

167/106F
409/159Fb

2F

167/106F
92/159Fb

CB

2q

6F

167/106F
863/159Fb

2F

167/106F
409/159Fb

D

C

Es.N.047DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 047

15 Fb3/EJ

A

B

C

D

2.5 F

8 F 6 Fb



Es.N.047PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     Y = WCB     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCB KCB ϕDC KDC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(3b) - y’CB(2b) = 0
y’CB(0) - y’DC(2b) = 0
y’DC(0) = 0
yCB(0) = 0
yCB(2b) = 0
yDC(0) - 1/3VDb3/EJ = 0
yDC(2b) - yAB(3b) = 0

MAB = X
EJy = EJθ +2X
EJy = EJθx +2X +EJϕAB

EJy = 1/2EJθx2 +2Xb +EJϕABx +EJKAB

MCB = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕCB

EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕCBx +EJKCB

MDC = -6Fx +8Fb +qx2 -Yb
EJy = -6Fx +8Fb +qx2 -Yb
EJy = -3Fx2 +8Fbx +1/3qx3 -Yb +EJϕDC

EJy = -Fx3 +4Fbx2 +1/12qx4 -Yb +EJϕDCx +EJKDC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCBb KCB ϕDCb KDC Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 0 0 7 1 0 -3
y’CB 0 0 1 0 -1 0 0 2 20/3 0
y’DC 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yCB 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

=

yBC 0 0 2 1 0 0 -2/3 -4/3 0 0
yDC 0 0 0 0 0 1 0 0 2 0
yCD -3 -1 0 0 2 1 -9 -2 -28/3 9/2

Es.N.047PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 047

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕCBb 242/159
ϕDCb 0

Xb2/EJ -92/159
KCB 0

=

Yb2/EJ 409/159
KDC 2
KAB 731/106

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 731/106Fb3 -25/318x2Fb
BA y(x)EJ = 328/53Fb3 +25/53xFb2 -25/318x2Fb
CB y(x)EJ = 242/159xFb2 -409/318x2Fb +167/636x3F
BC y(x)EJ = 25/53xFb2 +46/159x2Fb -167/636x3F
DC y(x)EJ = 2Fb3 +863/318x2Fb -x3F +1/12x4q
CD y(x)EJ = 328/53Fb3 -242/159xFb2 -409/318x2Fb +1/3x3F +1/12x4q

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vAAB = -731/106(Fb3/EJ)
ϕA = 0

uB = 0
vB = -328/53(Fb3/EJ)
ϕB = -25/53(Fb2/EJ)

uC = 0
vC = -328/53(Fb3/EJ)
ϕC = 242/159(Fb2/EJ)

uD = 0
vD = -2(Fb3/EJ)
ϕD = 0



Es.N.048CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

2b

ϕ,W 2b b

A

B

C
D

3F

q

VB = 3F
qCD = -q = -F/b
θAB = -θ = -αT/b = -bF/E

kC = EJ/b3

EJAB = 2/3EJ
EJCD = EJ

EJDB = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.

Es.N.048SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 048



Es.N.048REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

A

B

q

C

D
D B

Es.N.048RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 048

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CD y(x)EJ =
DB y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vAAB =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.048REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

52/41F
86/123Fb

52/41F
86/123Fb

A

B

q

F

52/41F
266/123Fb

3F

52/41F
226/123Fb

C

D

3F

52/41F
226/123Fb

3F

52/41F
86/123Fb

D B

Es.N.048DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 048

8 Fb3/EJ

A
B

C
D

4 F

4 F 2.5 Fb



Es.N.048PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     Y = WDB     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCD KCD ϕDB KDB

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(3b) - y’DB(2b) = 0
y’CD(0) = 0
y’CD(2b) - y’DB(0) = 0
yCD(0) - VCb3/EJ = 0
yCD(2b) - yAB(3b) = 0
yDB(0) = 0
yDB(2b) = 0

MAB = X
EJy = -EJθ +3/2X
EJy = -EJθx +3/2X +EJϕAB

EJy = -1/2EJθx2 +3/2Xb +EJϕABx +EJKAB

MCD = Fx -4Fb +1/2qx2 -Yb
EJy = Fx -4Fb +1/2qx2 -Yb
EJy = 1/2Fx2 -4Fbx +1/6qx3 -Yb +EJϕCD

EJy = 1/6Fx3 -2Fbx2 +1/24qx4 -Yb +EJϕCDx +EJKCD

MDB = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕDB

EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕDBx +EJKDB

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCDb KCD ϕDBb KDB Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 -1 0 11/2 1 0 3
y’CD 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
y’DC 0 0 1 0 -1 0 0 -2 14/3 0
yCD 0 0 0 1 0 0 0 0 -1 0

=

yDC -3 -1 2 1 0 0 -27/4 -2 6 -9/2
yDB 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
yBD 0 0 0 0 2 1 -2/3 -4/3 0 0

Es.N.048PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 048

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕDBb -122/123
ϕCDb 0

Xb2/EJ 86/123
KCD -1

=

KAB -436/123
KDB 0

Yb2/EJ -226/123

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -436/123Fb3 +1/41x2Fb
BA y(x)EJ = -409/123Fb3 -6/41xFb2 +1/41x2Fb
CD y(x)EJ = -Fb3 -133/123x2Fb +1/6x3F +1/24x4q
DC y(x)EJ = -409/123Fb3 +122/123xFb2 +113/123x2Fb -1/2x3F +1/24x4q
DB y(x)EJ = -122/123xFb2 +113/123x2Fb -26/123x3F
BD y(x)EJ = -6/41xFb2 -43/123x2Fb +26/123x3F

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vAAB = 436/123(Fb3/EJ)
ϕA = 0

uB = 0
vB = 409/123(Fb3/EJ)
ϕB = 6/41(Fb2/EJ)

uC = 0
vC = (Fb3/EJ)
ϕC = 0

uD = 0
vD = 409/123(Fb3/EJ)
ϕD = -122/123(Fb2/EJ)



Es.N.049CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

b

2b

ϕ,W 2b

A

B
C

D

2F

q

HC = -2F
pAB = q = F/b
θDC = 3θ = 3αT/b = 3bF/E

kA = 3EJ/b3

EJAB = EJ
EJBC = 3/4EJ

EJDC = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta DC positiva se convessa a destra con inizio D.

Es.N.049SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 049



Es.N.049REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

q

A

B

B C

D

C

Es.N.049RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 049

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
BC y(x)EJ =
DC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uDDC =
vD =
ϕD =



Es.N.049REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

q

561/298F
104/149Fb

2F

561/298F
194/149Fb

A

B

2F

561/298F
194/149Fb

2F

561/298F
367/149Fb

B C

561/298F
367/149Fb

561/298F
367/149Fb

D

C

Es.N.049DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 049

4 Fb3/EJ

A

B
C

D

2.5 F

2.5 F 3 Fb



Es.N.049PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBC     Y = WCD     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕBC KBC ϕDC KDC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(2b) - y’BC(0) = 0
y’BC(2b) - y’DC(3b) = 0
y’DC(0) = 0
yAB(0) - 1/3HAb3/EJ = 0
yBC(0) = 0
yBC(2b) = 0
yDC(3b) - yAB(2b) = 0

MAB = 2Fb -1/2qx2 -Xb
EJy = 2Fb -1/2qx2 -Xb
EJy = 2Fbx -1/6qx3 -Xb +EJϕAB

EJy = Fbx2 -1/24qx4 -Xb +EJϕABx +EJKAB

MBC = 1/2X -Xb -1/2Y
EJy = 2/3X -4/3Xb -2/3Y
EJy = 2/3X -4/3Xb -2/3Y +EJϕBC

EJy = 2/3X -4/3Xb -2/3Y +EJϕBCx +EJKBC

MDC = Yb
EJy = 3EJθ +Yb
EJy = 3EJθx +Yb +EJϕDC

EJy = 3/2EJθx2 +Yb +EJϕDCx +EJKDC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕBCb KBC ϕDCb KDC Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 0 0 -2 0 -8/3 0
y’CB 0 0 1 0 -1 0 -4/3 -13/3 0 9
y’DC 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

=

yBC 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
yCB 0 0 2 1 0 0 -16/9 -8/9 0 0
yCD -2 -1 0 0 3 1 2 9/2 10/3 -27/2

Es.N.049PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 049

Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕBCb 28/447
ϕDCb 0

Xb2/EJ 194/149
KAB 0

=

KBC 0
Yb2/EJ -367/149

KDC -754/447

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = 52/149x2Fb -1/24x4q
BA y(x)EJ = 326/447Fb3 -28/447xFb2 -97/149x2Fb +1/3x3F -1/24x4q
BC y(x)EJ = 28/447xFb2 -388/447x2Fb +187/447x3F
CB y(x)EJ = -240/149xFb2 +734/447x2Fb -187/447x3F
DC y(x)EJ = -754/447Fb3 +40/149x2Fb
CD y(x)EJ = 326/447Fb3 -240/149xFb2 +40/149x2Fb

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 0
ϕA = 0

uB = -326/447(Fb3/EJ)
vB = 0
ϕB = 28/447(Fb2/EJ)

uC = -326/447(Fb3/EJ)
vC = 0
ϕC = 240/149(Fb2/EJ)

uDDC = 754/447(Fb3/EJ)
vD = 0
ϕD = 0



Es.N.050CdSdC BG05 Iperstatica Esempio 6

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

y,v,V,q

x,u,H,p

2b

b

ϕ,W 2b

A

B

C

D

2F

q

HD = -2F
pAB = q = F/b
θCD = 3θ = 3αT/b = 3bF/E

kA = 3EJ/b3

EJAB = EJ
EJCD = EJ

EJBD = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta CD positiva se convessa a destra con inizio C.

Es.N.050SUPPORTO DIAGRAMMI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 050



Es.N.050REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

q

A

B

C

D

B D

Es.N.050RISULTATI NUMERICI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 050

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CD y(x)EJ =
BD y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uA =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uCCD =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.050REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

q

49/58F
113/87Fb

2F

49/58F
61/87Fb

A

B

49/58F
208/87Fb

49/58F
208/87Fb

C

D

2F

49/58F
61/87Fb

2F

49/58F
208/87Fb

B D

Es.N.050DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:
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REAZIONI IPERSTATICHE
X = WDC     Y = WBD     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCD KCD ϕBD KBD

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(2b) - y’BD(0) = 0
y’CD(0) = 0
y’CD(3b) - y’BD(2b) = 0
yAB(0) + 1/3HAb3/EJ = 0
yCD(3b) - yAB(2b) = 0
yBD(0) = 0
yBD(2b) = 0

MAB = -2Fb +1/2qx2 -Y
EJy = -2Fb +1/2qx2 -Y
EJy = -2Fbx +1/6qx3 -Y +EJϕAB

EJy = -Fbx2 +1/24qx4 -Yb +EJϕABx +EJKAB

MCD = Xb
EJy = 3EJθ +Xb
EJy = 3EJθx +Xb +EJϕCD

EJy = 3/2EJθx2 +Xb +EJϕCDx +EJKCD

MBD = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕBD

EJy = -1/2X +1/2Y -Yb +EJϕBDx +EJKBD

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCDb KCD ϕBDb KBD Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 0 0 -1 0 0 -2 8/3 0
y’CD 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
y’DC 0 0 1 0 -1 0 4 1 0 -9
yAB 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0

=

yDC -2 -1 3 1 0 0 9/2 2 -10/3 -27/2
yBD 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
yDB 0 0 0 0 2 1 -2/3 -4/3 0 0

Es.N.050PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:
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Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕBDb -110/87
ϕCDb 0

Xb2/EJ -208/87
KAB 0

=

KCD -271/58
KBD 0

Yb2/EJ -61/87

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -113/174x2Fb +1/24x4q
BA y(x)EJ = -56/29Fb3 +110/87xFb2 +61/174x2Fb -1/3x3F +1/24x4q
CD y(x)EJ = -271/58Fb3 +53/174x2Fb
DC y(x)EJ = -56/29Fb3 -53/29xFb2 +53/174x2Fb
BD y(x)EJ = -110/87xFb2 +61/174x2Fb +49/348x3F
DB y(x)EJ = -53/29xFb2 +104/87x2Fb -49/348x3F

SPOSTAMENTI NODALI

uA = 0
vA = 0
ϕA = 0

uB = -56/29(Fb3/EJ)
vB = 0
ϕB = -110/87(Fb2/EJ)

uCCD = -271/58(Fb3/EJ)
vC = 0
ϕC = 0

uD = -56/29(Fb3/EJ)
vD = 0
ϕD = 53/29(Fb2/EJ)
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y,v,V,q

x,u,H,p

b

2b

ϕ,W 2b

A

B C

D

2F

q

HB = -2F
pDC = q = F/b
θAB = 3θ = 3αT/b = 3bF/E

kD = 3EJ/b3

EJAB = EJ
EJCB = 3/2EJ

EJDC = EJ

Dato: pattino in A con molla long. // al pattino.
Svolgere l’analisi cinematica.
Risolvere con PLV e LE.
Tracciare la deformata elastica.
Riportare la soluzione su questo foglio.
Carichi e deformazioni date hanno verso efficace in disegno.
Calcolare reazioni vincolari della struttura e delle aste.
Tracciare i diagrammi delle azioni interne nelle aste.
Esprimere la linea elastica delle aste.
Calcolare spostamento e rotazione di tutti i nodi.
JYZ - xYZ - θYZ  riferimento locale asta YZ con origine in Y.
Curvatura θ asta AB positiva se convessa a destra con inizio A.
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DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ =
CB y(x)EJ =
DC y(x)EJ =

SPOSTAMENTI NODALI

uAAB =
vA =
ϕA =

uB =
vB =
ϕB =

uC =
vC =
ϕC =

uD =
vD =
ϕD =



Es.N.051REAZIONI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

228/113F
305/113Fb

228/113F
305/113Fb

A

B

2F

228/113F
151/113Fb

2F

228/113F
305/113Fb

CB

q

228/113F
75/113Fb

2F

228/113F
151/113Fb

D

C

Es.N.051DEFORMATA E AZIONI INTERNE Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano 051

1.5 Fb3/EJ

A

B
C

D

2.5 F

2.5 F 3 Fb



Es.N.051PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:

@ Adolfo Zavelani Rossi, Politecnico di Milano

REAZIONI IPERSTATICHE
X = WBA     Y = WCB     

DETERMINAZIONE DELLA DEFORMATA ELASTICA
Costanti di integrazione: ϕAB KAB ϕCB KCB ϕDC KDC

Relazioni di congruenza
y’AB(0) = 0
y’AB(3b) - y’CB(2b) = 0
y’CB(0) - y’DC(2b) = 0
y’DC(0) = 0
yCB(0) = 0
yCB(2b) = 0
yDC(0) - 1/3HDb3/EJ = 0
yDC(2b) - yAB(3b) = 0

MAB = Xb
EJy = 3EJθ +Xb
EJy = 3EJθx +Xb +EJϕAB

EJy = 3/2EJθx2 +Xb +EJϕABx +EJKAB

MCB = -1/2X +1/2Y -Yb
EJy = -1/3X +1/3Y -2/3Yb
EJy = -1/3X +1/3Y -2/3Yb +EJϕCB

EJy = -1/3X +1/3Y -2/3Yb +EJϕCBx +EJKCB

MDC = 2Fb -1/2qx2 -Yb
EJy = 2Fb -1/2qx2 -Yb
EJy = 2Fbx -1/6qx3 -Yb +EJϕDC

EJy = Fbx2 -1/24qx4 -Yb +EJϕDCx +EJKDC

Condizioni al contorno
ϕABb KAB ϕCBb KCB ϕDCb KDC Xb2/EJ Yb2/EJ Fb3/EJ αTb

y’AB 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
y’BA 1 0 -1 0 0 0 11/3 2/3 0 -9
y’CB 0 0 1 0 -1 0 0 2 8/3 0
y’DC 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
yCB 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0

=

yBC 0 0 2 1 0 0 -4/9 -8/9 0 0
yDC 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
yCD -3 -1 0 0 2 1 -9/2 -2 -10/3 27/2

Es.N.051PROCEDIMENTO E RISULTATI Allievo:
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Soluzione
Fb3/EJ

ϕABb 0
ϕCBb -2/339
ϕDCb 0

Xb2/EJ -305/113
KCB 0

=

Yb2/EJ 151/113
KDC 0
KAB -235/339

DEFORMATA (coordinate locali)
AB y(x)EJ = -235/339Fb3 +17/113x2Fb
BA y(x)EJ = 224/339Fb3 -102/113xFb2 +17/113x2Fb
CB y(x)EJ = -2/339xFb2 -151/339x2Fb +76/339x3F
BC y(x)EJ = -102/113xFb2 +305/339x2Fb -76/339x3F
DC y(x)EJ = 75/226x2Fb -1/24x4q
CD y(x)EJ = 224/339Fb3 +2/339xFb2 -151/226x2Fb +1/3x3F -1/24x4q

SPOSTAMENTI NODALI

uAAB = 235/339(Fb3/EJ)
vA = 0
ϕA = 0

uB = -224/339(Fb3/EJ)
vB = 0
ϕB = 102/113(Fb2/EJ)

uC = -224/339(Fb3/EJ)
vC = 0
ϕC = -2/339(Fb2/EJ)

uD = 0
vD = 0
ϕD = 0




