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File Mathematica

Corso di Meccanica Computazionale dei Solidi e delle Strutture
Universita' di Bergamo, Facolta' di Ingegneria, Dalmine

prof. Giuseppe Cocchetti

Marzo 2012";

"Analisi elastica di travi:

- v[x] spostamento trasversale (positivo verso il basso),
- F carico concentrato (positivo verso il basso),

- q carico distribuito (positivo verso il basso),

- L lunghezza dell'asta,

- EI rigidezza flessionale";

"Istruzioni d'uso:

Ogni cella di comandi puo' essere eseguita in Mathematica
cliccando col mouse nello spazio all'interno dei delimitatori
visibili a destra e agendo sulla tastiera con sfhit+enter";

"Disabilita la segnalazione di spelling errors";
Off [General::spell]
Off [General::spelll]

(* goagsgagEatEgn gttt e et e
B I T &)

"Mensola con incastro in (x=0), soggetta

a carico concentrato F sull'estremita libera (x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
v[x_] = C2 * x?

1 L
—JEI*(V"[x])Zdlx—F*v[L]
2 Jo

Ris = Solve[0cEPT == 0, C2][[1]]
v[x] /. Ris
{v[L], v'[L]} /. Ris

EPT

Mensola con incastro in (x=0), soggetta
a carico concentrato F sull'estremita libera (x=L)

C2 x?

2C2°EIL-C2FL?

F L x?

4EI

{FL3 FL2}
-,
4EI 2EI
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"Mensola con incastro in (x=0), soggetta

a carico concentrato F sull'estremita libera (x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
v[x_] =C2*x%+C3xx>

1 L
EPT = —JEI* (v''[x])2dx-F % v[L]
2 Jo

Ris SOlVe[{aczEPT == 0, Oc3 EPT == 0}’ {CZ, c3}] [[1]]
v[x] /. Ris
{v[L], v'[L]} /. Ris

Mensola con incastro in (x=0), soggetta
a carico concentrato F sull'estremita libera (x=L)

C2 x°+C3 x>

1
-F (c2L?+C3L%) + — (4C2°EIL+12C2C3EIL?+12C3°EI L)
2

FL F
{CZ%—, CBe——}
2EI 6 EI

FLx* Fx°

2EI 6 EI

{FL3 FLZ}
3EI 2EI

"Mensola con incastro in (x=0), soggetta
a carico concentrato F sull'estremita libera (x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
v[x_] =C2%xx?>+C3%x>+C4xx* +C5%xx°+C6%xx°+CTxx” +C8 % x® +C9»x%+C10 * x'°

1 AL
EPT = —JEI* (v"[x])zdlx—F*v[L];
2 Jo

Solve[{Bc2EPT == 0, Oc3EPT == 0, Ocq EPT = 0, OcsEPT == 0, 8c6EPT = 0, dc7EPT == 0,
OcgEPT == 0, OcoEPT == 0, O¢10EPT == 0}, {C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, C9, C10}]1[[1]]
v[x] /. Ris

{v[L], v'[L]} /. Ris

Ris

Mensola con incastro in (x=0), soggetta
a carico concentrato F sull'estremita libera (x=L)

c2x?+C3x+Cax*+C5x°+C6ox°+CTx"+Cc8x%+Ccox”+C10x!
FL F

{C2e—, C35-——,C450,C550,C6-0,C7->0,C8-0,C90, ClOeO}
2 EI 6 EI

FLx* Fx°

2EI 6 EI
FL® FL?

{3EI, 2EI}

(* goagsgagEagEgn gttt et e
B I I T &)



"Trave cerniera-carrello con carico distribuito uniforme (q)"
ClearAll[w, v, EPT, Ris]

w[x_] =CO+Cl*x+C2xx>2

RisC = Solve[{w[0] == 0, w[L] == 0}, {CO, C1}]1[[1]]

v[x_] =w[x] /. RisC

1

L L
EPT = —jEI* (v"[x])zdx—jq*v[x] dx
2 Jo 0

Ris = Solve [0 EPT == 0, C2][[1]]
L
v[—], -v' [L]} /. Ris
2
Trave cerniera-carrello con carico distribuito uniforme (q)

CO+Clx+C2x?

(Cl1 > -C2L, CO -0}

—C2Lx+C2x?

1
2C2°EIL+ —C2L3q

6
L’ g

{CZ%— }
24 EI

LY g L’ g

Usoer’ 2a1)
96 EI 24 EI
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"Trave cerniera-carrello con carico distribuito uniforme (q)"
ClearAll[w, v, EPT, Ris]

W[X_] =CO+Cl*xx+C2#%x2+C3#%x>

RisC = Solve[{w[0] == 0, w[L] == 0}, {CO, C1}]1[[1]]

v[x_] =w[x] /. RisC

1

L L
EPT = —jEI* (v"[x])zdx—jq*v[x] dx
2 Jo 0

Ris = Solve[{Oc2EPT == 0, Oc3EPT == 0}, {C2, C3}]1[[1]]
L
v[—], -v' [L]} /. Ris
2
Trave cerniera-carrello con carico distribuito uniforme (q)
CO+Clx+C2x%+C3x%3
{c1»-c21-c31% cO- 0}

(-c2L-c31%) x+Cc2x”+C3 %’

1 1
(4c2’EBIL+12C2C3EIL?+12C3°ETL?) + —C2L% g+ —C31L%g
6 4

N |

L% gq

{CZ%— ,CBeO}

24 EI

LY g L’ g

{96EI’ 24EI}



"Trave cerniera-carrello con carico distribuito uniforme (q)"
ClearAll[w, v, EPT, Ris]

wix_ ] =CO+Cl#%x+C2#%x?+C3%x>+C4xx*

RisC = Solve[{w[0] == 0, w[L] == 0}, {CO, C1}][[1]]

v[x_] =w[x] /. RisC

1 L L
EPT = —J.EI* (v"[x])zdx—jq*v[x] dx
0 0

2

Ris = Solve[{Oc2EPT == 0, Oc3EPT == 0, Oc4EPT == 0}, {C2, C3, C4}]1[[1]]

L
v[—], -v' [L]} /. Ris

2
Trave cerniera-carrello con carico distribuito uniforme (q)
CO+Clx+C2x?+C3x’+Cax?
{c1>-c2L-c31%-c41? CO- 0}
(-caL-c317-ca1’) x+C2x* +C3x° +Cax*
44

1
2 5

1 1 3
—Cc2L*gq+ —C3Lg+ —C4L°q
6 4 10

Lg q}

{CZ%O, c3 5 - ,
12 E1 24 ET

5L% g L3 g

{384EI’ 24EI}

1
4C2°EIL+12C2C3EIL?+12C3%2EIL3+16C2C4EIL>+36C3C4EILY+ — C4%2EIL®

+

Ritz.nb |5
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"Trave cerniera-carrello con carico distribuito uniforme (q)"

ClearAll[w, v, EPT, Ris]

Wlx_] =CO+Clxx+C2%x2+C3%x°+C4»x? +C5 x> +C6#x® +C7 #x” +C8 # x® + C9 % x° +C10 » x*°
RisC = Solve[{w[0] == 0, w[L] == 0}, {CO, C1}]1[[1]]

v[x_] =w[x] /. RisC

1

L L
EPT = —jEI* (v"[x])zdlx-jq*v[x] dx;
2 Jo 0

Ris = Solve[{Oc2EPT == 0, Oc3EPT == 0, G4 EPT == 0, O¢c5EPT == 0, OcgEPT == 0, Oc7EPT == O,
OcgEPT == 0, Oc9EPT == 0, 8c10EPT == 0}, {C2, C3, C4, C5, C6, C7, C8, C9, C10}]1[[1]]
L

{v[—], -v' [L]} /.

2

Ris

Trave cerniera-carrello con carico distribuito uniforme (q)
CO+Clx+C2x>+C3x>+Cax*+C5x>+C6x°+CTx"+C8x%+C9x®+C10x'°
{c1>-c2r-c31%-c41’-c51%-c6L°-Cc7L°-c8L’-coL®-c10L’, CO - 0}
(-c2L-c31?-car’-c51*-c6L°-Cc7L-c8L’-coLP-clo0L’) x+
c2x?+c3x*+cax*+c5x°+C6x°+Cc7x’+Cc8x%+cox’+c10x°

Lg q
, C4 > ,C5%O,C6%O,C7%O,C8%O,C9%O,C10a0}
12 EI 24 EI

{CZ%O, c3 5 -

5L%q L’ g

{384131' 24EI}

(* HEEEHEEEEEEE R R R
sHgggHEH R R R R R R R R R R %)

"Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
v[x_] = C2 * x?

1

2 L
—j EI* (v''[x])%2dx-F *v[L]
2 Jo

Ris = Solve[0cEPT = 0, {C2}][[1]]
{{v[L], v'[L]}, {v[2L], v'[2L]}} /. Ris
N[%]

EPT

Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)
c2 x?

4C2°EIL-C2FL?

FL
{CZei}
8EI
HFL3 FLZ} {FL3 FLZ}}
8EI 4EI 2EI 2EI
0.125F L% 0.25FL? 0.5FL> 0.5FL?

{{ EI ' EI }, { EI ’ EI }}
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"Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
v[ix_] =C2*x%2+C3*x>

1 2 L
EPT = _J EI (v''[x])2dx-F *v[L]
2 Jo

Ris = Solve[{0c2EPT == 0, Oc3EPT == 0}, {C2, C3}][[1]]
{{v[r], v'[L]}, {v[2L], v'[2L]}} /. Ris
N[%]

Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)

Cc2x®+C3%°

1
-F (c2L7+C3L%) + — (8C2°EIL+48C2C3EIL®+96C3°EIL’)

2
3FL F
{CZ% , C3 > - }
8EI 12 EI
H7FL3 FLZ} {BFL3 FLZ}}
2481 2819 l6ET  2EI
0.291667F L3> 0.5FL? 0.833333FL> 0.5FL?

{{ EI ’ EI }’ { ET ' ET }}

"Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
vix_] =C2%x2+C3xx>+C4xx*

1 2 L
EPT = —j EI* (v''[x])%?dx-F *v[L]
2 Jo

Ris = Solve[{8c2EPT == 0, dc3EPT = 0, 8¢, EPT = 0}, {C2, C3, C4}][[1]]
{{v[L], v'[L]}, {v[2L], v'[2L]}} /. Ris
N[%]

Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)
c2x?+C3x’+c4xt
-F (c21?+c31%+C4aLY) +

460
8C2°EIL+48C2C3EIL?+96C3°EIL>+128C2C4EIL3+576C3C4EI L+ — C4%?EIL®

2 5
17F L 23F 5F
{CZ% , C3 > - , C4 > }
32 EI 96 EI 128 EIL
H127FL3 FLZ} {BFL3 FLZ}}
384ET  2E8I) ' 6EI  2EI
H0.330729FL3 O.5FL2} {0.833333FL3 O.5FL2}}
ET ’ ET ’ EI ’ EI



8| Ritz.nb

"Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
vix_]=C2%x2+C3xx>+C4xx?+C5xx°

1 2L
EPT:—J EI (v''[x])2dx-F *v[L];
2 Jo

Ris = Solve[ {8 EPT = 0, 8c3EPT == 0, Oc4EPT == 0, dcsEPT == 0}, {C2, C3, C4, C5}][[1]]
{{vIL], v'[L]}, {v[2L], v'[2L]}} /. Ris
N[%]

Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)

c2x?+C3x>+C4ax*+C5%°

17F L 23F 5F
{CZ% , C3 - , C4 > ,05»0}
32EI 96 EI 128 EI L
127F L3 FL? 5FL> FL?

{{ 384 EI ' 2EI}’ { 6EI ' 2EI}}

0.330729F L% 0.5FL? 0.833333FL® 0.5FL?

{{ ET ’ ET }’ { EI ' EI }}

"Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
vix_]=C2#x2+C3%x>+C4xx"+C5x%x5+C6xx°

1 2L
EPT = _j EI* (v''[x])2dx-F*v[L];
2 Jo

Ris = Solve[

{8c2EPT == 0, Oc3EPT == 0, 8c4EPT == 0, OcsEPT == 0, 3c6EPT == 0}, {C2, C3, C4, C5, C6}]1[[1]]
{{v[L], v'[L]}, {v[2L], v'[2L]}} /. Ris
N[%]

Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)

c2x?+C3x+Cax*+C5x%+C6x°

31F L F 35F 21F 7F

{CZ% , C3 > - , C4 > - , C5 > ,C6e—7}

64 EI 12 EI 256 EI L 256 EI L? 512 EI L3
511FL® FL? 5FL3 FL?

{{1536EI, ZEI}, { 6EI 2EI}}

0.332682FL> 0.5FL? 0.833333FL®> 0.5FL?

{{ ETI ’ ETI }, { ET ' ET }}
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"Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
vix_ ] =C2%x2+C3%x>+C4xx*+C5%xx°+C6%xx%+C7 xx’

1 2L
EPT:—J EI (v''[x])2dx-F *v[L];
2 Jo

Ris = Solve[{8c2EPT = 0, Oc3EPT = 0, Oc4EPT == 0, OcsEPT == 0, 8cgEPT = 0, Oc7EPT = 0},
{c2, c3, c4, c5, C6, C7}][[1]]

{{vIL], v'[L]}, {v[2L], v'[2L]}} /. Ris

N[%]

Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)

C2x?+C3x>+C4ax"+C5x%>+C6x°+CT7x’

31FL F 35F 21F TF
{CZ% , C3 5 - , C4 - , C5 ,C6%—7,C7a0}
64 EI 12 EI 256 EI L 256 EI L? 512 EI L3
511FL® FL? 5FL3 FL?

{{1536EI’ 2EI}, { 6ET 2EI}}

0.332682FL® 0.5FL? 0.833333FL® 0.5FL?

{{ ET ’ ET }, { EI ' EI }}

"Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)"
ClearAll[v, EPT, Ris]
v[x_] =C2%xx?>+C3%xx>+Caxx? +C5 x5 +C6%xx®+C7xx” +C8 » x°

1 2L
—j EIx (v''[x])2dx-F *v[L];
2 Jo

EPT

Ris =
Solve[{Oc2EPT == 0, Oc3EPT == 0, Oc4 EPT == 0, O¢c5EPT == 0, OcgEPT == 0, Oc7EPT == 0, OcgEPT == 0},
{Cc2, c3, c4, C5, Cc6, C7, C8}][[1]]
{{v[L], v'[L]}, {v[2L], v'[2L]}} /. Ris
N[%]

Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in x=L)

C2x?+C3x>+C4x"+C5x”>+C6x%+CTx’+C8x°

261FL 401 F 315 F
{C2e 35 -—, C4 5 —,
512 EI 1536 EI 1024 EI L
231F 1309 F 429 F 429 F
c55-— ,C65 —,CT>- , C8 > }
512 EI L? 4096 EI L° 4096 ET L4 32768 EI L°
32743 F L% FL? 5FL® FL?

t e Ve 7))
98304 EI  2EI 6EI 2EI

0.333079FL® 0.5FL? 0.833333FL® 0.5FL?

{{ ET ’ ET }’ { EI ' EI }}
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"Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in B, x=L)"
ClearAll [wAB, wBC, vAB, vBC, EPT, Ris]

wAB[x_] = COO + CO1 % x + CO2 % x% + CO3 * x°

WBC[x_] =C10 +C11l *x + C12 % x? + C13 % x°

RisC = Solve[{wAB[0] == 0, wAB'[0] == 0, wAB[L] == wBC[L], wAB' [L] == wBC ' [L]},
{co0, c01, €10, C11}]1[[1]1]

vAB[x_] = wAB[x] /. RisC

vBC[x_] = wBC[x] /. RisC

1 o 1 2L
EPT = —JEI* (vAB"[x])Zdlx+—J EI % (VBC''[x])2dx-F » vAB[L];
2 Jo 2 Ji

Ris = Solve[{acngPT == 0, 6c03EPT == 0, OclePT = 0, ac13EPT = 0}, {C02, C03, C12, C13}] [[1]]
{{vAB[L], VAB'[L]}, {VBC[2L], vBC'[2L]}} /. Ris
N[%]

Mensola di lunghezza 2L con forza concentrata F applicata a meta (in B, x=L)
C00 +CO1 x +C02 x*+CO03 x>
Cl10+Cllx+Cl2x%+Cl13x’

{clo > -c02L%+cCc12L%2-2C03L%+2C131L3,
C11-52C02L-2C12L+3C03L%-3C13L% €00~ 0, COL -0}

C02 x? +C03 x°

—C02L2+C12L2—2CO3L3+2C13L3+(2C02L—2C12L+3CO3L2—3C13L2) x+Cl2x?+C13%°

FL F
{c13 50, Cl2-50, C02 > —, CO3 - ——}
2EI 6 EI
HFL3 FLZ} {5FL3 FLZ}}
381 281’ ' 6EI  2ET
0.333333FL® 0.5FL? 0.833333FL®> 0.5FL?

{{ EI ’ ETI }, { ET ' ET }}

(* goagsgagEatEgn gttt e et e
B I I T &)

"Determinazione delle funzioni di forma flessionali (cubiche) dell'elemento trave"
ClearAll [PP, QQ, psi, B, k]

PP[x_] = {1, x, x*2, x*3}

Q0 = {PP[0], PP'[0], PP[L], PP'[L]}

psi[x_] = {Expand[Simplify[PP[x].Inverse[QQ]]]}

Determinazione delle funzioni di forma flessionali (cubiche) dell'elemento trave
{1, X, x2, x3}
{{1, 0, 0, 0}, {0, 1, 0, 0}, {1, L, L?, L*}, {0, 1, 2L, 3L%}}

-

3 x? 2 x3 2 x? x® 3 x? 2 x3 x? x>
+ , X - + —

, Rl
L2 L3 L L? L2 L3 L L?
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"Calcolo matrice di rigidezza flessionale dell'elemento trave"
B =psi''[x]

L

k = J EI x* Transpose[B] .Bdx;
0

MatrixForm[k]

Calcolo matrice di rigidezza flessionale dell'elemento trave

6 12 x 4 6 x 6 12 x 2 6 x
R B BRI
L? L3 L L? L? L3 L

1,2

12 EI 6 EI 12 EI 6 ET
LS LZ LS LZ
6EI 4EI 6 EI 2EI
L? T e S
12 EI 6 EI 12 EI 6 ET

L3 12 L3 L?
6EI 2EI 6 EI 4EI
L? T e S

(* goagsgagEagEa gttt e et e
B I I T &)

"Determinazione delle funzioni di forma assiali
(lineari) e flessionali (cubiche) dell'elemento trave"

ClearAll[NN, SS, psiA, PP, QQ, psiF, B, EE, k]

NN[x ] = {1, x};

SS = {NN[0], NN[L]};

psiA[x_] = Expand[Simplify[NN[x].Inverse[SS]]]

PP[x_] = {1, x, x*2, x*3};

Q0 = {PP[O0], PP'[0], PP[L], PP'[L]};

psiF[x_] = Expand[Simplify[PP[x].Inverse[QQ]]]
Determinazione delle funzioni di forma

assiali (lineari) e flessionali (cubiche) dell'elemento trave

X X

{1- L ;}
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"Calcolo matrice di rigidezza completa dell'elemento trave"
B = Table[O0, {i, 2}, {j, 6}1;

B[[{1}, {1, 4}]] = psiA'[x];

B[[{2}, {2, 3, 5, 6}]] = psiF''[x];

MatrixForm[B]

EE = DiagonalMatrix[{EA, EI}];
MatrixForm[EE]

L
k = J Transpose[B] .EE.B dx;
0

MatrixForm[k]

Calcolo matrice di rigidezza completa dell'elemento trave

1 1
= 0 - 0
L L
6 12 x 4 6 6 12 x 2 6 x
0 -= -—+— 0 = -+ =
12 3 . L 1.2 1.3 L 1.2
EA O
0 EI
EA EA
— 0 0 - — 0 0
L L
12 EI 6 EI 12 EI 6EI
O 3 2 O - 3 2
L L L L
6 EI 4EI 6 EI 2EI
0 —_— 0 - —
12 L 12 L
EA EA
- — 0 0 — 0 0
0 12 EI 6 ET 12 EI 6 ET
T s L3 s
6 EI 2EI 6 EI 4EI
0 — 0 - —_—
12 L 12 L




