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Analisi di problemi termici piani
mediante elementi finiti

isoparametrici quadrilateri ("a 4 nodi")
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Equazioni governanti il problema termico
dq aqy - .| (conservazione
Iy + Jy =Q—cpT energia/potenza)
n cui:
q, . )
q= = flusso termico [W/m“]
= g,

Q = potenza specifica immessa nel solido [W/m?]
¢ = calore specifico [J/kg/K]
p = massa specifica [kg/m?]

T = campo termico [K]
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Equazioni governanti il problema termico

1n cui:

li2n
Il

q=—-KVT | (legge di Fourier)

= léT — matrice dei coefficienti
| di conducibilita [W/m/K]
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Equazioni governanti il problema termico

Condizioni al contorno considerate:

q,=¢q  tlusso termico assegnato sul contorno S,

T=T temperatura assegnata sul contorno S;

q,=h(T'—T,_) flusso convettivo sul contorno S,

In cui;
4, =4, n,+q,n,= componente del flusso normale al contorno
h = coefficiente di convezione [W/m?%/K]

T, = temperatura del fluido che lambisce la superficie
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Equazioni governanti il problema termico

/ an + aqy

—O0—cpT
ox  dy Q-cp

q,=h(T-T,) su S,

T(x,y,t=0)=Ty(x,y) 1n V (condizione iniziale)

N
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Formulazione "debole" del problema termico

f (x,y) = "funzione test" (arbitraria, purché sufficientemente regolare)

d . .
aq"+ qy—Q+cpT:O
ox dy
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Formulazione "debole" del problema termico

Applicando 1l lemma di Green s1 puo scrivere:

g, df
| (x)=5xav = jf X)q,n dS‘laqde

’ ox
[0 av = [ (x)q,mas - [Lg.av

da cui s1 ottiene:

f1(x [aai %j av=[ 1(x)(a.n,+a,n,)d5~[L g +L g, av
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Formulazione "debole" del problema termico

Ne consegue che 1'equazione di conservazione si puo scrivere come:

| fa,ds=[(Yf) qav+[ f(x)(-Q+cpT)av =0 Vf(x)

Vv

Inserendo le restanti equazioni si ricava l'equazione governante il
problema termico in forma debole:

| fqds+[ fh(r-1.)dS+ [ f q,dS+[(¥f) kVT dV +

+[(-Q+cpT)fav=0 Vf(x)

Vv
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Formulazione "debole" del problema termico
P

Ri-ordinando 1 termini si1 ottiene:

[ fepTdv +[(Vf) kYT dV+ [ f hTdS=

=[r0av [ fgas+[fnt.ds-|fqds Vf(x)
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Elemento finito quadrilatero ("a 4 nodi")

TCC

S

T(x, y,t) =T(X,t)

W (%) (1) + (%) Ty(1) +
+Wo(x)7c(1)+Wo(x)

11

(1)
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Elemento finito quadrilatero ("a 4 nodi")

S

Ic

¢ W, (x)
Wo(x)
£ P (x)
T, Pp(x)
B

I:[TA’TBaTcaTD]T

T(x,y,1)=W (x)1(t)

12
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Descrizione della geometria ("mapping")

N

13

elemento

"master"

o C'

N\,

PV
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Funzioni di forma dell'elemento "master"

24.05.2013

(1+&)(1-m)/4
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Funzioni di forma dell’'elemento quadrilatero

N

elemento
"master"

o C'

N

Pl

1 S
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Descrizione della geometria ("mapping")

elemento
M "master"
o C'
\L !
Pl &
1 ¢ B’

(x — X(E.nn) — (pA(é)xA + (PB(E)XB + (Pc(é)xc +(PD(§)XD
7 =Y(EM) =04(8) ya +06(8) s +0c(8) e +@o(E) v




24.05.2013

.« e . . 17
Descrizione della geometria ("mapping")
elemento
| "master"
1 JC
\L !
Py &
—1 ¢ B’
A T ( _ T
X =[x, x5, Xc» Xp | x=x(&M)=9 (é))—(
. = x=x(§)= .
Xz[yA’yB’yC’yD] ) y=y(§,n)=9 (E)X
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dx

dy

_9x(&n)

dg
_9y(&n)

18

Descrizione della geometria ("mapping")

d& +

ox(&n)

N

ayzzn) Bﬂ

dx(&mn) | dx(&n)
dx o¢
dy| |oy(&m)
I o¢ on
. 00(8) 99'(§) 09l(€) 99’ (&)

i = matrice jacobiana
della trasformazione
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Gradienti e matrice di compatibilita

or _ 0¥ (x) or _0%'(x)
ox  ox dy  dy
_B_T_ _a‘iﬂ(g)_
ox ox
_________ — T I
o | | 9¥'(x)
I dy ) dy

19
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Matrice di compatibilita

9’ (&) a‘l’T[X(é)] _0¥" ox 9¥' oy

o o dx d& dy d&

o’ ox N 0¥’ oy
on on ox dn dy odn

99"(8) | [ox ayow"
o of 0E || ox
a(pT( 4 ) ox dy || ¥’

o | Lon onll oy _
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i

Iy

_ 1 on
det(f) _g_x
Lo

Matrice di compatibilita

on 9§

2 00'(8) axde'(g)| X'Q

o5 o

3y 99'(E) 2y 99'(8)

21

oy 9¢9'(¢)

dS || 9GS

9x 11 99’ (&)

ag__ am |
Y'Q

- X'QY

— +
on 95 05 dn
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Matrice di compatibilita

L | Y'Q 1Y
7 | T = = | Q
X'QY| X'Q |© X'QY| X' |=
1 |-Y"
]:}(é):XTQX XT (:2

Jl==

22
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Formulazione "debole" del problema termico

Dalla slide numero 9:

[ fepTdv +[(Vf) kYT dV+ [ f hTdS=

=[r0av [ fgds+[ fnT.ds—{ fqds Vf(x)
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Formulazione "debole" del problema termico

Introducendo una suddivisione ("discretizzazione") in Ngp elementi
finiti s1 ha:

T (x,y,1)=" (x)T(r)

Ngr Ngr
> [ fepT, dV+Zj VF)kVT, av+Y [ fhT, dS=
elV elS

:ijdV—ijdmjthwdS—jfqndS Vf(x)
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Formulazione "debole" del problema termico

Introducendo una suddivisione ("discretizzazione") in Ngp elementi
finiti s1 ha:

T (x,y.0)="¥ (x)T(r)

a3 Ngr
S [fep®(x)av i+ [(Vf) kVE (x)aV T+
e=ly, e=I v, ]:3;
NEF B
+> [ R (x)dS T, =
e=1 S¢

—ijdv ijds+jthdS ij ds  Vf(x)
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Scelta delle funzioni test
L'arbitrarieta della funzione f(x) puo suggerire, ad esempio, una
scelta di tipo polinomiale, ottenendo un'equazione indipendente per
ogni termine.
Se 1l numero di incognite € N.__, per formare un sistema determinato
occorre considerare N, . termini polinomiali.
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Scelta delle funzioni test
L'arbitrarieta della funzione f(x) puo suggerire, ad esempio, una
scelta di tipo polinomiale, ottenendo un'equazione indipendente per
ogni termine.
Se 1l numero di incognite € N.__, per formare un sistema determinato
occorre considerare N, . termini polinomiali.

Joo =1=cost.
NEF
> [ep!( dVT+Zjh x)dS T, =
elV elSe

:deV—jZ]dS+IhdeS—andS
V

q
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Scelta delle funzioni test
L'arbitrarieta della funzione f(x) puo suggerire, ad esempio, una
scelta di tipo polinomiale, ottenendo un'equazione indipendente per
ogni termine.

Se 1l numero di incognite € N.__, per formare un sistema determinato
occorre considerare N, . termini polinomiali.

fl,O =X

Ngp Ngr

> [xcp¥/(x)aV T+ [[10]k V¥/(x)dV T, +
e= 1V e=1 v,
NEF
+ijh‘£f(§)d51‘€:
e=1 SZ

= [x0aV - [ xqds + [ xhT.dS - [ xq, ds

4 S S, Sy
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Scelta delle funzioni test
L'arbitrarieta della funzione f(x) puo suggerire, ad esempio, una
scelta di tipo polinomiale, ottenendo un'equazione indipendente per
ogni termine.

Se 1l numero di incognite € N.__, per formare un sistema determinato
occorre considerare N, . termini polinomiali.

fo,l =)

Ngp Ngr

> [yep ¥ (x)av T+ [[0.1]kVE (x)aV T, +
ezlve elV

NEF

+> [ yh¥(x)dS T, =

62152

=ijdV—ij]dS+jyhdeS—jyqndS
V S S

5
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Scelta delle funzioni test
L'arbitrarieta della funzione f(x) puo suggerire, ad esempio, una
scelta di tipo polinomiale, ottenendo un'equazione indipendente per
ogni termine.
Se 1l numero di incognite € N.__, per formare un sistema determinato
occorre considerare N, . termini polinomiali.

fz,o = x’
Ngp Ngr
> [Fep¥l(x)av T+ [[2x0]k V¥/(x)dV T, +
e=1 v, €= 1V
NEF
+ij2h‘£f(§)dST —
e=1 Sﬁ

= szdV—szc_]dS+jx2hdeS—IxzqndS

4 S S, S,
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Scelta delle funzioni test
L'arbitrarieta della funzione f(x) puo suggerire, ad esempio, una
scelta di tipo polinomiale, ottenendo un'equazione indipendente per
ogni termine.
Se 1l numero di incognite € N.__, per formare un sistema determinato
occorre considerare N, . termini polinomiali.

fl,l = XY
Ngr . Ner
> Jvep ¥ (x)av L+ [[v.x]k VE/(x)aV T, +
e=1 v, e=1 v,
NEF
+> [xy ¥ (x)dS T, =
e=1 S

:jnydV—jxyc_]dS+jxyhdeS—jxyqn dS
% S

S, Sy



24.05.2013
Scelta delle funzioni test

In generale si puo scegliere:  f =x"y’

:Ixrys QdV—JxryS @dS+IxryshdeS—
Sh

<
%2

32

j X'y q,dS

St
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Metodo dei "residui pesati”

In alternativa, visto che 1 requisiti di regolarita di f(x) sono gli stessi
richiesti alle funzioni 7, e che il numero di funzioni test indipendenti
deve essere par1 a N. . (per avere N. . equazioni), in analogia a

1nc

quanto fatto per 7, per ogni elemento finito si puo assumere:

fo(x,y)=¢'(x)E, =F, ¢(x)

con K, = vettore che raccoglie 1 valori nodali d1 f,(X)
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Metodo dei "residui pesati”
Sostituendo nell'equazione governante s1 ottiene la seguente

espressione: Ny

ZFqu) Jep ¥ (x)dV T, +

L (Vo (x)) kB, aV T, +
=l v

NEF

+ F [ ¢(x)h¥!(x)dS T, =

e=1 Se

=1VZiFEeTI@(X)QdV—EeTJ¢( )qds +

NEF

+D F [0(x)hT.dS—F! [ ¢(x)q,dS VE,

=t St
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Metodo dei "residui pesati”

in cui si possono definire:

C = I e( X) cp \{JT( ) dV = matrice di capacita termica
Ve

K, = I (Y(I)eT(X))Tlé vV _Z(g) dV = matrice di conducibilita termica
;

H, = (x) 2P, (x)dS = matrice di convezione
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Metodo dei "residui pesati"

in cui s1 possono definire:

j (I) Q dV = vettore della potenza immessa
(nell'elemento finito)

Q, = j Q( )q dS = vettore di flusso assegnato sull'elemento

QN

I O.(x)AT, dS = vettore di flusso convettivo limite

(_2; = j Q, X) q, dS = vettore di flusso incognito sull'elemento
S
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da cui s1 ricava:

Metodo dei "residui pesati”

37
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Metodo di Galerkin’

Se si assumono le funzioni di interpolazione della funzione test
identiche alle funzioni di interpolazione del campo di temperatura:

0(x)="%,(x)

le tre matrici governanti 1l sistema divengono simmetriche:

ll@
|l
m<"—‘0
-
B
o
©
-
iy
2
Q
<<
|l
)
~

H, = [ 1%(x)¥(x)dS = H’

Sh
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Calcolo della matrice C

y elemento
C N "master"

: 1 :

D D'y o C

~1 1 S
—
B N =
A . ® _q o B

C.=[cp¥,(x) ¥ (x)dV = Jrcp‘P( )W (x)dA =

dA

det( )

t.= spessore dell'elemento finito,  A_ = area dell'elemento finito

—Hf cpo.(&)e:(&)

dg dn
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Calcolo della matrice K

y elemento
C N "master"

: 1 :

D D'y o C

~1 1 S
&
[]
B n
A . ® _q o B
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Calcolo della matrice H

elemento
"master"

o C'

H, = [1¥(x)¥(x)dS = jth\y (x)¥7(x)ds =

e
S, I,

— :[te h?e(ﬁ,—l)ﬂ(ﬁ,—l)m’ Jn = \/{gzj Kg_éj
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Integrazione numerica

Le matrici e, in modo analogo, i vettori possono essere calcolati
mediante |'integrazione numerica, ad es. col metodo di Gauss.

AN elemento "master"
p, 1 ¢ ¢ 1
| “h=m
| X """" >< """" 1 a \/15
My oo e S E, =M, =+—F
A e o B' \/§
5_1 w=w, =1
& %
11
K, = [, B'kB, det(i) w,g(E,.m,)
—1—1- _ s=1 r=I1 o

Vo

g(&m)
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Integrazione numerica

Le matrici e, in modo analogo, i vettori possono essere calcolati
mediante |'integrazione numerica, ad es. col metodo di Gauss.

elemento "master"

1 1
=——, =4+ —
S S 1 i ﬁl \/g ﬁz \/g

W =W, =
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Sistema risolvente
Da ultimo, utilizzando la classica regola di assemblaggio

(in questo caso limitata ai numeri dei nodi, dato che per ogni nodo &
definito un solo valore di temperatura) si pone:

1L =AT, k=

||B>

X

e si ottiene il sistema algebrico governante:

—e =Ze—e — —e—e—

—e—=e —

NEF NEF
F(ZATC A T+ZATK A T+ZATH A Tj

ciot: | CT+(K+H)T=Q-Q+Q_-Q




