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Le condizioni necessarie all’ innesco di fenomeni biforcativi con discontinuitd nelle
deformazioni incrementali possono essere analizzate mediante analisi spettrale di un
tensore del secondo ordine Q, spesso chiamato tensore acustico o tensore di localiz-
zazione. Questo tensore, la cui definizione trae origine dalla teoria di propagazione

delle onde (GURTIN (1972)), é definito come
Q=NE,-N (1)

dove E; indica il tensore tangente del quarto ordine che compare nel legame incre-

mentale sforzi/deformazioni per processi incrementali anelastici (“loading”)
oc=E,:¢€ (2)

e N rappresenta il vettore normale alla possibile superficie attraverso la quale si ma-
nifestano possibili discontinuita delle variabili di campo. Il tensore acustico risulta
simmetrico quando 17 operatore tangente ¢ simmetrico nel caso di leggi costitutive as-
sociate. Localizzazione delle deformazioni é ottenuta quando il tensore acustico cessa
di essere definito positivo con 1" annullamento del suo determinante. L’ insorgenza
di questa condizione é stata estensivamente studiata in plasticita per leggi costitu-
tive elastoplastiche in generale non associate (RUDNICKI E RICE (1975), BORRE E
MAIER (1989), OTTOSEN E RUNESSON (1991)). Le direzioni critiche di localizzazione
in corrispondenza delle quali il determinante del tensore acustico é minimo sono state
calcolate in forma chiusa per una ampia classe di leggi elastoplastiche ed elastopla-
stiche con danno isotropo (BIGONI E HUECKEL (1991), BENALLAL E CoMI (1993)).
In corrispondenza di queste direzioni critiche il modulo di incrudimento necessario
per I innesco della prima insorgenza di localizzazione durante il processo di carico é
massimo.

L’ analisi di localizzazione puo quindi essere estesa ad ogni formulazione costitutiva
esprimibile nella forma incrementale (2). In particolare, oltre alle formulazioni elasto-

plastiche che descrivono in maniera accurata la resistenza del materiale, altre leggi
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costitutive si rivolgono in principal modo alla descrizione della perdita di rigidezza del
materiale man mano che il processo fessurativo si sviluppa durante il carico. Sono cosl
possibili decrizioni “elasto-fracturing” od “elasto-damage” (DOUGILL (1976), CAROL
ET AL. (1993)) espresse da una legge costitutiva in termini finiti in una forma secante
del tipo

c=E:e€ (3)
dove E ¢ la rigidezza secante del materiale. In ultima analisi queste formulazioni, ah-
binate ad un modello elastoplastico possono costituire una realistica rappresentazione
del comportamento del materiale in condizioni di scarico/ricarico (Fig. 1), con de-
formazione irreversibile allo scarico e contemporanea perdita di rigidezza (“elastic-
plastic coupling”, MAIER E HUECKEL (1979)). La formulazione incrementale é ot-
tenibile mediante differenziazione della legge secante (3), assumendo una “legge di
fratturazione” per la perdita di rigidezza E = A\ M. La forma tipica dell” operatore
tangente é formalmente analoga a quella relativa al caso elastoplastico basato sugli
sforzi e puo essere espressa come modificazione di rango uno del tensore di rigidezza

secante (CAROL ET AL. (1993))

E:m®n:E ‘

E.,=E— 4

!/ H+n:E:m )

con il seguente significato dei simboli
: oF oF

IZ- = )\ = — H = —— 5

€ m n=-— o (5)
essendo ' = 0 la condizione che definisce la soglia corrente di fratturazione del

materiale nello spazio degli sforzi ed €; la deformazione anelastica che traduce il
fenomeno irreversibile legato alla degradazione della rigidezza del materiale, in modo
che E: e = —E : ¢,. Una forma duale si puo ottenere nel caso di formulazione basata
sulle deformazioni.

Le variabili di danno possono essere introdotte direttamente nella definizione del
valore corrente di rigidezza secante, mediante una funzione continua e differenzia-
bile E = E(E,, @) della rigidezza iniziale E, e delle variabili tensoriali di danno D.
Quando la legge di danno D=X\Mé assegnata si puo risalire alla “direzione” di
fratturazione M ed alla relativa rappresentazione in termini di “direzione” per 1’ incre-
mento di deformazione anelastica m che compare nell” espressione (4) dell” operatore

tangente (CAROL ET AL. (1993))

- 0B - B o, OE
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dove il simbolo x indica contrazione di tutti gli indici di M e D.

Nel caso pia semplice la perdita di rigidezza é descritta da una unica variabile
scalare A che definisce la modificazione corrente della rigidezza iniziale E = E, +
A M, con M tensore costante del quarto ordine. Nella formulazione tradizionale di
KACHANOV (1958) la variable di danno assume un significato fisico ed esprime la
riduzione dell” area effettivamente in grado di sopportare sforzo per un dato stato di
danneggiamento. In questo caso M é proporzionale ad E, e tutte le componenti di

rigidezza sono modificate dallo stesso fattore (1 — D):
E.,=(1-D)E, (7)

I1 modello elasto-danno risulta associato quando la funzione di danno F é espressa
in termini di una norma energetica del tipo o : E;! : & per una formulazione basata
sugli sforzi o € : E, : € per la duale nelle deformazioni. L’ espressione dell” operatore
tangente per tutti i conseguenti modelli scalari contiene una modificazione di rango

uno con prodotto tensoriale esterno di due tensori di sforzo (Rizzr (1993))

Form. nelle deformazioni = E.,=(1—-D)E,— (e, D) o,® o, ;

(8)
Form. negli sforzi = E.,=(1—D)E,—~v(c,D) 6 @0

dove le funzioni 3 e v dipendono dalle particolari assunzioni del modello e o, = E, :
€ =0 /(1 — D) élo sforzo in un materiale integro a paritd di deformazione.

Il tensore acustico per materiali elasto-fratturabili pué quindi essere analizzato.

Considerando la forma generale (4) e la doppia contrazione con N

= = b®a
Qef:N'Eef'N:Qe_ h (9)

dove Q, = N - E- N é il tensore acustico elastico e h, a, b, dipendono dal tipo di
formulazione. Per esempio, in formulazioni negli sforzih = H+n:E:m,a=n:
E. N, b=N-E:m. La condizione det(Q.r) = 0 é esprimimibile alternativamente

come

. 1 B ‘

dove 13 é il terzo autovalore del tensore Q. ' - Q.; (77 = 13 = 1). Tale condizione
puo essere risolta rispetto ad h, ottenendo i parametri di incrudimento necessari per
la localizzazione per una assegnata direzione N. Il primo innesco di localizzazione é

quindi ottenuto per il massimo valore dei parametri di incrudimento al variare di IN.
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Nel caso dei modelli a danneggiamento scalare in senso tradizionale il fattore
comune (1—D) pud essere raccolto a primo membro ed il problema di massimizzazione
é identico a quello elastoplastico per il quale sono disponibili soluzioni in forma chiusa
(Rrzzr (1993)). Anche il criterio geometrico di localizzazione recentemente introdotto
da BENALLAL E CoMI (1993) pud essere utilizzato per una analoga derivazione (R1zz1
(1993)). Per esempio, nel caso di estensione monoassiale in deformazioni piane,
dove ¢ > 0, e = 0 e o3 = 0, la direzione di localizzazione critica .. tra 1" asse
di carico a7 ed il vettore N normale alla banda di taglio dipende dal coefficiente di
Poisson (Fig. 2):

. U v =20.0 = 6., = 0.00°
tan’f,, = = v=03 = f,= 3321° (11)
lL=wv v=05 = 0.,= 45.00°

Queste direzioni di localizzazione confermano i risultati numerici ottenuti con la
implementazione del modello scalare di SIMO E JU (1987) in un programma ad EF.

Il tensore acustico elasto-danno é valutato nei punti di Gauss degli elementi per una

variabile direzione N7 partendo dall” espressione dell” operatore tangente nel punto
medesimo. Il minimo del determinante del tensore acustico normalizzato individua
le direzioni critiche di localizzazione. Nel caso di estensione monassiale di un provino
rettangolare, il determinante adimensionalizzato, che assume lo stesso valore in ogni
punto di Gauss, per ogni passo di carico, é riportato in Fig. 3, in corrispondenza del
primo sviluppo di danno. Per v = 0.3 la possibile superficie di discontinuita risulta
inclinata di 56.79° rispetto all” asse di carico, in accordo con i risultati delle derivazioni

analitiche.
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a) Materiale elasto-fratturabile b) Materiale elasto-plastico c¢) Osservazione

Figura 1: Rigidezze elastiche di scarico/ricarico
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det(Qed)/det(Qe)

15 33.21 45 60 75 90

0

Figura 2: Max. di H,.: influenza di v su B4
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Figura 3: Analisi numerica: det(Q.q) nei GP dopo il primo danno
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